5. Recursivitate

5.1. Introducere

e O definitie recursiva este acea definitie care se refera la un obiect care se defineste ca
parte a propriei sale definiri.

e Desigur o definitie de genul "o floare este o floare"” care poate reprezenta in poezie un
univers intreg, in stiintd in general si in matematica in special nu furnizeaza prea

multe informatii despre floare.

e O caracteristica foarte importanta a recursivitatii este aceea de a preciza o definitie
intr-un sens evolutiv, care evita circularitatea.

o Spre exemplu o definitie recursiva este urmatoarea: "Un buchet de flori este
fie (1) o floare, fie (2) o floare adaugata buchetului”.

=  Afirmatia (1) serveste ca si conditie initiald, indicand maniera de
amorsare a definitiei

=  Afirmatia (2) precizeaza definirea recursiva (evolutiva) propriu-
Zisa.

o Varianta iterativa a aceleasi definitii este "Un buchet de flori constd fie dintr-
o floare, fie din doua, fie din 3 flori, fie ... etc”.

o Dupéd cum se observa, definitia recursiva este simpla si eleganta dar oarecum
indirectd, In schimb definitia iterativa este directa dar greoaie.

e Despre un obiect se spune ca este recursiv daca el constad sau este definit prin el insusi.

e  Prin definitie orice obiect recursiv implica recursivitatea ca si proprietate intrinseca
a obiectului in cauza.

e Recursivitatea este utilizatd cu multa eficienta in matematica, spre exemplu in
definirea numerelor naturale, a structurilor de tip arbore sau a anumitor functii [5.1.a].

® Numerele naturale:
(1) 1 este un numar natural;

(2) succesorul unui numar natural este un numar natural.

®  Structuri de tip arbore:
(1) r este un arbore (numit arbore gol sau arbore cu un singur nod)

(2) dacd a; si a, sunt arbori, atunci structura
r
a1 ao

este un arbore ( reprezentat rasturnat). [5.1.a]



® Functia factorial n! (definita pentru intregi pozitivi):
(1 o! =1

(2) Daca n> 0, atunci n! =n* (n-1) !

® Puterea recursivitatii rezidd in posibilitatea de a defini un set infinit de obiecte printr-o
relatie sau un set de relatii finit, caracteristica evidentiatd foarte bine de exemplele
furnizate mai sus.

® Cunoscutd ca si un concept fundamental in matematici, recursivitatea a devenit si o
puternica facilitate de programare odatd cu aparitia limbajelor de nivel superior care o
implementeaza ca si caracteristica intrinseca (ALGOL, PASCAL, C, JAVA etc.).

® [n contextul programarii, recursivitatea este strans legatd de iteratie si pentru a nu da
nagtere unor confuzii, se vor defini in continuare cele doua concepte din punctul de vedere
al tehnicilor de programare.

® [Jteratia este executia repetatd a unei portiuni de program, pana in momentul in
care se indeplineste o conditie respectiv atata timp cat conditia este indeplinita.

® Fiecare executie se duce pana la capat, se verifica indeplinirea conditiei
si in caz de raspuns nesatisfacator se reia executia de la inceput.

® Exemple clasice in acest sens sunt structurile repetitive WHILE,
REPEAT si FOR.

® Recursivitatea presupune de asemenea executia repetatd a unei portiuni de
program.

® [n contrast cu iteratia insa, 1n cadrul recursivitatii, conditia este verificata
in cursul executiei programului (nu la sfarsitul ei ca la iteratie)

® in caz de rezultat nesatisficitor, intreaga portiune de program este
apelatd din nou ca subprogram (procedura) a ei insisi, in particular ca
procedurd a portiunii de program originale care incd nu si-a terminat
executia.

® [n momentul satisfacerii conditiei de revenire, se reia executia
programului apelant exact din punctul in care s-a apelat pe el insusi.

® Acest lucru este valabil pentru toate apelurile anterioare satisfacerii
conditiei.

® (Utilizarea algoritmilor recursivi este potrivitd in situatiile care presupun recursivitate
(calcule, functii sau structuri de date definite n termeni recursivi).

® in general, un program recursiv P, poate fi exprimat prin multimea / care consti dintr-o
serie de instructiuni fundamentale S; (care nu-1 contin pe P) si P insusi.

®  Structurile de program necesare si suficiente pentru exprimarea recursivitatii sunt
procedurile, subrutinele sau functiile care pot fi apelate prin nume.



Dacéd o procedurd P contine o referintd directad la ea insdsi, se spune ca este direct
recursiva

Dacé P contine o referintd la o altd procedura Q care la randul ei contine o referinta (directa

sau indirectd) la P, se spune ca P este recursivi indirect (figura 5.1.a).

(b)

(a)

Procedura A
IF cond THEN A

END A

\4

Procedure P

IF cond THEN Q

END P

Procedure Q

IF cond THEN R

END Q

Procedure R

IF cond THEN P

END R:

Fig.5.1.a. Recursivitate directa (a) si recursivitate indirecta (b)

Procedure P

IF ¢ THEN P

Procedure P

IFCTHENP [Z--

END P;

Procedure P
IF ¢ THEN P

END P

Procedure P
IF ¢ THEN P

END:

END P

Fig.5.1.b. Model de executie al unei proceduri recursive

Intuitiv, executia unei proceduri recursive este prezentata in figura 5.1.b.

® Fiecare reprezentare asociatd procedurii reprezintd o instantd de apel recursiv a
acesteia.

® [nstantele se apeleaza unele pe altele pana in momentul in care conditia c devine
falsa si executia respectivei instante se duce pana la sfirsit.

® [n acest moment se revine pe lantul apelurilor in ordine inversd, continuand
executia fiecarei instante din punctul de intrerupere pana la sfarsit, dupd cum
indica sagetile.

® Suprapunand imaginar toate aceste figuri peste una singura, se obtine modelul de
executie al unei proceduri recursive.



De regula, unei proceduri i se asociazd un set de obiecte locale procedurii (variabile,
constante, tipuri si proceduri) care sunt definite local in procedura si care nu existd sau nu
au inteles in afara ei.

® Multimea acestor obiecte constituie asa numitul context al procedurii.

De fiecare data cand o astfel de procedura este apelatd recursiv, se creeaza un nou set de
astfel de variabile locale specifice apelului cu alte cuvinte un nou context specific apelului,
care se salveaza 1n stiva sistem.

Desi aceste variabile au acelasi nume ca si cele corespunzatoare lor din instanta anterioara
a procedurii (in calitate de program apelant), ele au valori distincte si orice conflict de
nume este evitat prin regula care stabileste domeniul de existenta al identificatorilor.

® Regula este urmdtoarea:

® Jdentificatorii se referd intotdeauna la setul cel mai recent creat de
variabile, adica la contextul aflat in varful stivei.

® Aceasi regula este valabild si pentru parametrii de apel ai procedurii
care sunt asociati prin definitie setului de variabile.

Pe masura ce se realizeaza apeluri recursive, contextul fiecarui apel este salvat in stiva, iar
pe masura ce executia unei instante s-a incheiat, se restaureaza contextul instantei apelante
prin eliminarea contextului aflat in varful stivei.

Acest mecanism de implementare a recursivitatii este ilustrat in figura 5.1.c.

PROCEDURE A(x: Tip1; y:Tip2);
VAR u,w,z; etc...
BEGIN -
y
u apel 2
AX.y); w
aen Z
retur
ENDA; X
z apel 1
w
z
retur

Fig.5.1.c. Mecanism pentru implementarea recursivitatii

Ca si in cazul structurilor repetitive, procedurile recursive necesitd evaluarea unei
conditii de terminare, fara de care un apel recursiv conduce la o bucld de program
infinita.

®  Astfel, orice apel recursiv al procedurii P trebuie supus controlului unei conditii c
care la un moment dat devine neadevarata.



® in baza acestei observatii, un algoritm recursiv poate fi exprimat cu mai mare acuratete
prin una din formulele [5.1.e] sau [5.1.f]:

® Tehnica de baza in demonstrarea terminarii unei iteratii (repetitii) consta in:

® (1) A defini o functie £ (x) (unde x este o variabild din program), astfel incat
conditia £ (x) < 0 s@ implice satisfacerea conditiei de terminare a iteratiei

® (2) Ademonstraca f (x) descreste pe parcursul executiei iteratiei respective.

® [ntr-o maniera similard, terminarea unui algoritm recursiv poate fi demonstrata, dovedind ca
P descreste pe £ (x) .

® O modalitate particulara uzuala de a realiza acest lucru, este de a asocia lui P un
parametru, spre exemplu n si de a apela recursiv pe P utilizdnd pe n-1 ca si
valoare de parametru.

® Daca se inlocuieste conditia c cu n > 0, se garanteaza terminarea.

® Acest lucru se poate exprima formal cu ajutorul urmatoarelor scheme de program

[5.1.g,h]:
P(n) = IF n>0 THEN /[S;,P(n-1)] [5.1.9]
P(n) = P[S;,IF n>0 THEN P (n-1)] [5.1.h]

® De reguld in aplicatiile practice trebuie demonstrat nu numai ca adancimea recursivitatii
este finita ci si faptul cé ca este suficient de mica.

® Motivul este ca fiecare apel recursiv al procedurii P, necesitd alocarea unui volum
de memorie variabilelor sale curente (contextului procedurii).

® in plus, alituri de aceste variabile trebuie memorati si starea curenti a
programului, cu scopul de a fi refacuti, atunci cand apelul curent al lui P se termina si
urmeaza sa fie reluata instanta apelanta.

® Neglijarea acestor aspecte poate avea drept consecintd depdisirea spatiului de memorie
alocat stivei sistem, greseala frecventa in contextul utilizarii procedurilor recursive.

5.1.1. Exemple de programe recursive simple

® Pentru exemplificare se furnizeaza in continuare trei exemple de proceduri recursive
simple.

® Exemplul 5.1.1.a. Scopul programului furnizat in continuare ca exemplu, este acela de a
ilustra principiul de functionare al unei proceduri recursive.



in cadrul programului se defineste functia recursiva revers:
® Functia revers citeste cate un caracter si 1l afiseaza.

® in acest scop in cadrul procedurii se declara variabila locala z : char .
® Functia verifica daca caracterul citit este blanc:

® in caz negativ functia se autoapeleaza recursiv

® in caz afirmativ afiseazi caracterul z [5.1.1.a].

/* Exemplu de program recursiv simplu */
void revers () {

char z;
scanf ("%c", &z); /*[5.1.1.a]*/
if (z !=*" ")
revers () ;
printf ("%c", z);
} /*Revers*/

Executia functiei revers conduce la afisarea caracterelor in ordinea in care sunt citite pana
la apritia primului blanc.

® Fiecare autoapel presupune salvarea in stiva sistemului a contextului apelului care
in situatia de fata consta doar din variabila locala z.

Aparitia primului caracter blanc presupune suprimarea apelurilor recursive ale functiei
declangdnd continuarea executiei ei, pana la terminare, pentru fiecare din apelurile
anterioare.

® [n cazul de fata, continuarea executiei presupune afisarea caracterului memorat in
variabila z.

Acest sir de reveniri va produce la inceput afisarea unui blanc, dupd care sunt afisate
caracterele in ordinea inversa a citirii lor.

® Acest lucru se intdmpla deoarece fiecare terminare a executiei functiei determina
revenirea in apelul anterior, revenire care presupune reactualizarea contextului
apelului.

Intrucét contextele sunt salvate in stiva, reactualizarea lor se face in sens invers ordinii in
care au fost memorate.

® De fapt pentru fiecare cuvant introdus functia revers furnizeaza cuvantul in
cauza urmat de acelasi cuvant scris invers.

Exemplul 5.1.1.b. Se refera la traversarea unei liste simplu inlantuite [5.1.1.b].

/* Traversarea recursivad a unei liste inlantuite - varianta C */

typedef struct tipnod* tiplista;
typedef struct {

int data;



tiplista urm;

} tipnod;
void traversare (tiplista p) /*[5.1.1.b]*/

{

if (p!=0){
/*[11*/ prelucrare (p->data) ;
/*[21%/ traversare (p->urm) ;
}
}

® Algoritmul de traversare nu numai ca este foarte simplu si foarte elegant, dar prin simpla
inversare a instructiunilor prelucrare si traversare ([1] respectiv [2]) se obtine
parcurgerea in sens invers a listei in cauza.

® in acest ultim caz algoritmul se poate descrie astfel.
® Se traverseazd mai intai lista incepand cu pozitia curenta pana la sfarsitul listei;
® Dupd ce s-a realizat aceasta traversare se prelucreaza informatia din nodul curent;
® Consecinta executiei algoritmului:

® [nformatia continutd intr-o anumitd pozitie p este prelucratd numai dupa ce au
fost prelucrate toate informatiile corespunzatoare tuturor nodurilor care fi
urmeaza lui p.

® Exemplul 5.1.1.c. Se refera la binecunoscuta problema a Turnurilor din Hanoi a carei
specificare este urmatoarea:

® Se considera trei vergele A,B si C;

® Se considera de asemenea un set de n discuri gaurite fiecare de altd dimensiune,
care sunt amplasate in ordine descrescatoare, de jos in sus pe vergeaua A;

® Se cere sd se mute discurile pe vergeaua C utilizand ca si auxiliar vergeaua B;
® Se varespecta urmatoarea restrictie:

® Nu se ageaza niciodatd un disc mai mare peste un disc mai mic (figura
5.1.1.a).

L
L

A B C

Fig.5.1.1.a. Turnurile din Hanoi



® Problema pare simpla, dar rezolvarea ei cere multa, rabdare, acuratete si un volum de timp
care creste exponential odatd cu n.

® O abordare recursiva insa reprezinta o solutie simpla si eleganta.

® Rezolvarea recursivd a problemei presupune abordarea unui caz simplu, urmatad de
generalizarea corespunzatoare.

® Pentru inceput se considera ca existd doar doua discuri numerotate cu 1 (cel mai
mic situat deasupra) respectiv cu 2 (cel mai mare), a caror mutare in conditiile
impuse presupune urmatorii pasi :

e (1) Se muta discul 1 de pe A pe B;
e (2) Se muta discul 2 de pe A pe C;

¢ (3) Se muta discul 1 de pe B pe C.

® Prin generalizare se reia acelasi algoritm pentru n discuri (figura 5.1.1.b), adica:
e (1) Se mutd n—1 discuri (cele de deasupra) de pe A pe B (prin C);
e (2) Se muta discul n de pe A pe C;

e (3) Se muta n-1 discuri de pe B pe C (prin A).

o0

Fig.5.1.1.b. Generlizarea problemei Turnurilor din Hanoi

® Pornind de la acest model, o variantd imediatd de implementare recursivd a rezolvarii
problemei este prezentata in secventa [5.1.1.a].

/* Turnurile din Hanoi - varianta C */

void mutadisc (tipvergele x/*de la*/,tipvergele y/*la*/)
{
;/* muta discul de la x la y*/
} /*MutaDisc*/

void turnurihanoi (int nrdiscuri, tipvergele a/*dela*/,
tipvergele b/*la*/,
tipvergele c/*prin*/);

if (nrdiscuri==1)
mutadisc(a,c); /*[5.1.1.al*/



else

{
turnurihanoi (nrdiscuri-1, a, b, c);
mutadisc (a,c);
turnurihanoi (nrdiscuri-1, b, ¢, a);
} /*ELSE*/
} /*TurnuriHanoi*/

® Procedura MutaDisc realizeaza efectiv mutarea unui disc de pe o vergea sursa pe o
vergea destinatie.

® Procedura TurnuriHanoi realizeaza doud auto-apeluri recursive si un apel al
procedurii MutaDisc conform modelului de generalizare prezentat mai sus.

5.2. Utilizarea recursivitatii

5.2.1. Cazul general de utilizare a recursivitatii

® Algoritmii recursivi sunt potriviti a fi utilizati atunci cdnd problema care trebuie
rezolvata sau datele care trebuiesc prelucrate sunt definite in termeni recursivi.

® (u toate acestea, un astfel de mod de definire nu justifica intotdeauna faptul ca utilizarea
unui algoritm recursiv reprezintd cea mai buna alegere.

® Mai mult, utilizarea recursivititii in anumite situatii nepotrivite, coroboratd cu
regia relativ ridicatd a implementarii si executiei unor astfel de algoritmi, a
generat in timp un curent de opinie potrivnic destul de vehement.

® (u toate acestea recursivitatea ramane o tehnici de programare fundamentald cu un
domeniu de aplicabilitate foarte bine delimitat.

5.2.2. Algoritm recursiv pentru calculul factorialului
® Pentru a calcula valoarea factorialului se poate utiliza un subprogram functie
® Functia poate fi utilizata direct ca si constituent al unei expresii

® Functiei i se poate asocia In mod explicit valoarea rezultata din calcule.

/* Functie recursivd pentru calculul factorialului */
int fact(int n)
{
int fact result;
if (n==0)
fact result=1; /*[5.2.2.a]*/
else
fact result=n*fact(n-1);
return fact result;
} /*Fact*/

® Secventa 1n cauzd care a fost redactatd pentru calculul factorialului ca si intreg, este
limitata din punctul de vedere al dimensiunii maxime a lui n din ratiuni de reprezentare in
calculator a numerelor Intregi.



® Trecerea la varianta reald, eliberatd de aceasta constrangere este extrem de simpla.

® in figura 5.2.2.a apare reprezentarea intuitiva a apelurilor recursive ale functiei Fact
pentrun = 4.

Fact(4)
Fact(3)
Fact(2)
Fact(1)
Fact(0)
_4* —3* =2* —1* =
Fig.5.2.2.a. Apelurile ale functiei recursive Fact pentru n = 4

® [n figura 5.2.2.b, se prezintd intuitiv revenirile succesive din apelurile recursive ale
functiei Fact, care au drept urmare calculul efectiv al valorii factorialului.

Fact(4)
Fact(3)
Fact(4)
Fact(2)
Fact(3)
Fact(1)
=4* 3% = =1*1 Fact(2)
=4* | =3*| =2*1
Fact(4)
Fact(4)
Fact(3)
—4%| =372 —4%3%2%1
Fig.5.2.2.b. Rezolvarea apelurilor functiei recursive Fact pentru n = 4

® in figura 5.2.2.c apare structura apelurilor respectiv a rezolvirii acestora in forma de
arbore de apeluri.
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Fig.5.2.2.c. Arborele de apeluri al functiei Fact (4)

® |n acest caz fiind vorba despre despre o functie cu un singur apel recursiv, arborele de
apeluri are o structura de lista liniara.

® Fiecare apel adauga un element la sfarsitul acestei liste, iar rezolvarea apelurilor
are drept consecinta reducerea succesiva a listei de la sfarsit spre inceput.

® Dupa cum se observa, pentru a calcula factorialul de ordinul n sunt necesare n+1 apeluri
ale functiei recursive Fact.

® Este insa evident ca in cazul calculului factorialului, recursivitatea poate fi inlocuitd printr-
o simpla iteratie [5.2.2.b].

/* Calculul factorialului - implementare iterativa */

int i, fact;

i=0;
fact=1;
while (i<n) /*[5.2.2.b]*/

{

i++; fact*=i;

® in figura 5.2.2.d. apre reprezentarea grafici a profilului performantei algoritmului de
calcul al factorialului in varianta recursiva respectiv iterativa.

® Sunt de fapt reprezentati in maniera comparativa, timpii de executie pe un acelasi
sistem de calcul, ai celor doi algoritmi functie de valoarea lui n .

® Dupéd cum se observa, desi ambii algoritmi sunt liniari in raport cu n, adica au
performanta O(n) , algoritmul recursiv este de aproximativ 4 ori mai lent decét cel
iterativ.

® Expresiile analitice ale celor doua reprezentari apar in [5.2.2.c][De84].
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Fig.5.2.2.d. Profilul algoritmului factorial (variantele recursiva si iterativa)

;(n)=0.0018*n+0.0033 [5.2.2.c]

+(n)=0.0056*n+0.017

5.2.3. Numerele lui Fibonacci

® Exista si alte exemple de definiri recursive care se trateazd mult mai eficient cu ajutorul
iteratiei.

® Un exemplu in acest sens il reprezintd calculul numerelor lui Fibonacci de ordin 1 care
sunt definite prin urmatoarea relatie recursiva [5.2.3.a]:

Fibpy = Fib, + Fib,.; pentru n > 0
Fib, = 1; Fibg =0 [5.2.3.a]

® Acecastd definitie recursivd conduce imediat la urmdtorul algoritm de calcul recursiv
[5.2.3.b].

/* Calculul numerelor lui Fibonacci */

int f£ib(int n)
{
int fib result;
if (n==0) fib result=0; else /*[5.2.3.b]1*/
if (n==1) fib result=1l; else
fib result=£ib(n-1) + £ib(n-2);
return fib result;

® Din pacate modelul recursiv utilizat in aceasta situatie conduce la o manierd ineficientd de
calcul, deoarece numarul de apeluri creste exponential cu n .

® in figura 5.2.3.a. apare reprezentarea arborelui de apeluri pentru n=5 .



Fig.5.2.3.a. Arborele de apeluri al procedurii Fib pentru n = 5

® Dupa cum se observa:

® FEste vorba despre un arbore binar de apeluri (existd doud apeluri recursive ale
procedurii Fib),

® Parcurgerea arborelui de apeluri necesitd 15 apeluri, fiecare nod semnificind un
apel al procedurii.

® [Ineficienta acestei implementari creste odata cu cresterea lui n.

® Este evident faptul cd numerele lui Fibonacci pot fi calculate cu ajutorul unei scheme
iterative care elimind recalcularea valorilor, utilizind doua variabile auxiliare x = Fib; si
Yy = Fibi_l [5230]

/* Calculul numerelor lui Fibonacci */

i=1; x=1; y=0;
while (i<n) /*[5.2.3.cl*/
{
z=x; 1++;
xX=x+ty; y=2;

® Variabila auxiliara z poate fi evitata, utilizand atribuiri de forma x:= x + ysi y:= x-
V.

5.2.4. Eliminarea recursivitatii

e Recursivitatea reprezinta o facilitate excelentd de programare care contribuie la exprimarea
simpla, concisa si eleganta a algoritmilor de natura recursiva.

o Cu toate acestea, ori de cate ori problemele eficientei si performantei se pun cu
preponderentd, se recomanda evitarea utilizarii recursivitatii.

o De asemenea se recomanda evitarea recursivitatii ori de cate ori sta la dispozitie o
rezolvare evidenta bazata pe iteratie.

e De fapt, implementarea recursivitatii pe echipamente nerecursive dovedeste faptul cé orice
algoritm recursiv poate fi transformat intr-unul iterativ.



e In continuare se abordeaza teoretic problema conversiei unui algoritm recursiv intr-unul
iterativ.

e In abordarea acestei chestiuni se disting doui cazuri:

e (1) Cazul in care apelul recursiv al procedurii apare la sfarsitul ei, drept ultima instructiune
a procedurii ("tail recursion").

o In aceasta situatie, recursivitatea poate fi inlocuita cu o bucla simpla de iteratie.
o Acest lucru este posibil, deoarece in acest caz, revenirea dintr-un apel incuibat
presupune si terminarea instantei respective a procedurii, motiv pentru care

contextul apelului nu mai trebuie restaurat.

e  Astfel daca o procedura P (x) contine ca si ultim pas al sdu un apel la ea insdsi de forma
P(y)

o Acest apel poate fi inlocuit cu o instructiune de atribuire x:=y, urmata de
reluarea (salt la inceputul) codului lui P .

o vy poate fi chiar o expresie,

o x Insd in mod obligatoriu trebuie sd fie o variabila transmisibild prin valoare,
astfel incat valoarea ei sa fie memorata intr-o locatie specifica apelului.

o De asemenea x poate fi transmis prin referinta daca y este chiar x .
o Daca P are mai multi parametri, ei pot fi tratati fiecare in parte ca x si y.

e Aceastd modificare este valabild deoarece reluarea executiei lui P, cu noua valoare a lui x ,
are exact acelasi efect ca i cand s-ar apela P (y) si s-ar reveni din acest apel.

e In general programele recursive pot fi convertite formal in forme iterative dupd cum
urmeaza.

e Forma recursiva [5.2.4.a] devine forma iterativa [5.2.4.b] iar [5.2.4.c] devine [5.2.4.d].

P(x) = P [S;,IF c THEN P (y)] [5.2.4.a]
P(x) = P [S;,IF c THEN [x:=y; reluare P]] [5.2.4.b]
P(n) = P[S;,IF n>0 THEN P (n-1)] [5.2.4.c]

P(n) = P[S;,IF n>0 THEN [n:=n-1; reluare P]] [5.2.4.d]

e Exemple concludente in acest sens sunt implementarea iterativa a calculului factorialului
si a calculului sirului numerelor lui Fibonacci prezentate anterior.

e (2)Cazul in care apelul sau apelurile recursive se realizeaza din interiorul procedurii
[5.2.4.¢e].

o Varianta iterativda a acestei situatii presupune tratarea explicita de catre
programator a stivei apelurilor.

o Fiecare apel necesita salvarea in stiva gestionata de catre utilizator a contextului
instantei de apel,

o Acest context trebuie restaurat de catre utilizator din aceeasi stivd la terminarea
instantei.



e Activitatea de conversie in acest caz are un inalt grad de specificitate functie de algoritmul
recursiv care se doreste a fi convertit i este in general dificila, laborioasa si ingreuneaza mult
intelegerea algoritmului.

e Recursivitatea are insd domeniile ei bine definite in care se aplica cu succes.

e In general se apreciaza ca algoritmii a caror natura este recursiva este indicat a fi formulati
ca si proceduri recursive, lucru pus in evidentd de algoritmii prezentati in cadrul acestui
capitol si in capitolele urmatoare.

5.3. Exemple de algoritmi recursivi

5.3.1. Algoritmi care implementeaza definitii recursive
e Exemplu. Algoritmul lui Euclid

o  Permite determinarea celui mai mare divizor comun a doud numere intregi date.

o Se defineste in maniera recursiva dupa cum urmeaza:
e Daca unul dintre numere este nul, c.m.m.d.c. al lor este celalalt numar;

e Daca nici unul din numere nu este nul, atunci c.m.m.d.c nu se modifica daca
se Inlocuieste unul din numere cu restul Impartirii sale cu celalalt.

e Pornind de la aceastd definitie recursivd se poate concepe un subprogram simplu de tip
functie pentru calculul c.m.m.d.c. a doua numere intregi [5.3.1.a].

/* Implementarea algoritmului lui Euclid */

int cemmde (int m, int n)

{

int cmmdc result;

if (n==0)
cmmdc_result=m; /*[5.3.1.a]*/
else

cmmdc_result=cmmdc (n, m%n);
return cmmdc_ result;

e Infigura 5.3.1.a apare urma executiei acestui algoritm pentru valorile 18 si 27.

m n Cmmdc(n, m MOD n)
18 27 Cmmdc(27, 18 mod 27)
27 47 18 «— 7 Cmmdc(18, 27 mod 18)
18 <9 <«  Cmmdc (9, 18 mod9)
9 < 0 ¢« n=0; Cmmdc=9
Fig.5.3.1.a. Urma executiei algoritmului lui Euclid

5.3.2. Algoritmi de divizare

e Una dintre metodele fundamentale de proiectare a algoritmilor se bazeaza pe tehmica
divizarii ("devide and conquer").

e Principiul de baza al acestei tehnici este urmatorul:
o (1) Se descompune (divide) problema de rezolvat in mai multe subprobleme a

caror rezolvare este mai simpld si din solutiile cdrora se poate asambla simplu
solutia problemei initiale.



o (2) Se repeta recursiv pasul (1) panda cand subproblemele devin banale iar
solutiile lor evidente.

e O aplicatie tipica a tehnicii divizarii are structura recursiva prezentata in [5.3.2.a].

{Tehnica divizdrii - solutia recursiva}

PROCEDURE Rezolva (x);

BEGIN
IF *x este divizibil in subprobleme THEN
BEGIN [5.3.2.a]
*divide pe x iIn doud sau mai multe pdrti:
X1y X2y o o7 Xis
Rezolva (x;); Rezolva(x,),...; Rezolva (xy):;
*combind cele k solutii partiale intr-o
solutie pentru x
END{IF}
ELSE

*rezolva pe x direct
END; {Rezolva}

/* Tehnica divizdrii - solutia recursivd */

void rezolva (x) ;

{
if (*x este divizibil in subprobleme) THEN
{ /*[5.3.2.al*/
/*divide pe x in doua sau mai multe parti:
x1,x2,..,xk;*/
rezolva (x1) ;
rezolva (x2) ;

rezolva (xk) ;
/*combind cele k solutii partiale intr-o solutie
pentru x*/
}/*if*x/
else
/*rezolva pe x direct*/;

e Dacid recombinarea solutiilor partiale este substantial mai simpld decit rezolvarea
intregii probleme, aceastd tehnicd conduce la proiectarea unor algoritmi intr-adevar
eficienti.

e Datorita celor k apeluri recursive, arborele de apeluri asociat procedurii Rezolva
este de ordinul k .

¢ Analiza algoritmilor de divizare.

o Se presupune ca timpul de executie al rezolvarii problemei de dimensiune n
este T (n) .

o In conditiile in care prin diviziri succesive problema de rezolvat devine
suficient de redusda ca dimensiune, se poate considera cd pentru n<c (c
constant), determinarea solutiei necesita un timp de executie constant, adica
O(l).

o Se noteaza cu D (n) timpul necesar divizarii problemei in subprobleme si cu
C (n) timpul necesar combinarii solutiilor partiale.

o Daca problema initiald se divide in k subprobleme, fiecare dintre ele de
dimensiune 1/b din dimensiunea problemei originale, se obtine urmatoarea
formula recurenta [5.3.2.b].

k-T(n/b) +D(n) +C(n) pentru n>c



e Exemplul 5.3.2.a.

Un prim exemplu de algoritm de divizare il constituie metoda de sortare
Quicksort (&.3.2.6).

In acest caz problema se divide de fiecare dati in doud subprobleme,
rezultand un arbore binar de apeluri.

Combinarea solutiilor partiale nu este necesard deoarece scopul este atins
prin modificarile care se realizeaza chiar de catre rezolvarile partiale.

e Exemplul 5.3.2.b. Algoritm pentru determinarea extremelor valorilor
componentelor unui vector.

o

in acest scop, poate fi proiectatd o procedura
Domeniu(a,i,j,mic,mare) care atribuie parametrilor mic si mare
elementul minim respectiv maxim al vectorului a din domeniul delimitat de
indicii i si J(alil..alj]).

O implementare iterativa evidenta a procedurii apare in secventa [5.3.2.c] sub
denumirea de Domeniult.

/* Algoritm pentru deteterminarea extremelor unui vector -
solutia iterativd */

#define n 100 /*definim marimea tabloului*/

typedef int tiptabloul[n-1];

void domeniuit(tiptablou const a, int i,int j, int* mic,int*

mare)

{
int k;

*mic=ali]; *mare=ali];
for( k=i+1l; k <=j; k++) /*[5.3.2.cl1*/

{
if
if

(alk]>*mare) *mare=alk];
(a[k]<*mic) *mic=alk];

Procedura baleeaza intregul vector comparand fiecare element cu cel mai
mare respectiv cel mai mic element pana la momentul curent.

Este usor de vazut ca costul procedurii Domeniu in termenii numarului de
comparatii dintre elementele tabloului este 2*n-2 pentru un vector cu n
elemente.

Este de asemenea de observat faptul cd fiecare element al lui a se va compara
de doui ori; odatda pentru aflarea maximului, iar a doua oara pentru aflarea
minimului.

Acest algoritm nu tine cont de faptul ca orice element luat in considerare drept
candidat pentru minim (care apare 1n succesiunea de valori a lui mi c) nu poate fi
niciodata candidat pentru maxim, exceptand conditia de initializare §i reciproc.

Astfel algoritmul risipeste un efort considerabil examinand fiecare element de
doua ori. Aceasta risipa se poate evita.

e  Solutia recursiva:

O

O

Aplicand tehnica divizarii, se imparte tabloul in doua parti

Se compara valorile minime §i maxime ale subtablourilor rezultate, stabilindu-
se minimul $i maximul absolut.

In continuare se procedeaza in aceeasi manierd reducand de fiecare data la
jumatate dimensiunea subtablourilor.



o Pentru dimensiuni 1 sau 2 ale subtablourilor solutia este evidenta.

e O ilustrare a acestei tehnici apare in procedura recursivd Domeniu [5.3.2.d].

/* Algoritm pentru deteterminarea extremelor unui vector -
solutia recursivd bazatd pe tehnica divizdrii */

#define n 100
typedef int tiptablouln];
tiptablou a;

void domeniu (tiptablou const a, int i,int J,int* mic,int* mare)
{ int mijloc,micl,marel,mic2,mare2;
if (j<=i+1) /*tablou de dimensiune 1 sau 2*/
{ if (ali-1]1<alj-11)
{ *mic=a[i-1]; *mare=al[j-1];

}

else
{ /*[5.3.2.d1*/
*mic=a[j-1]; *mare=al[i-1];
}
} /*IF*/
else
{

mijloc=(i+3) / 2;
domeniu(a,i,mijloc, &micl, &marel) ;
domeniu (a,mijloc+1l,j, &mic2, &mare?) ;
if (marel>mare?2)
*mare=marel;
else
*mare=mare?2;
if (micl<mic2)
*mic=micl;
else
*mic=mic2;
} /*ELSE*/
} /*Domeniu*/

[ mijloc mijloc + 1 j

| || }
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mic1, mare1 mic2, mare2
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P
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Fig.5.3.2.a. Functionarea de principiu a procedurii Domeniu.

e Se constata analogia evidenta cu structura de principiu prezentata in secventa [5.3.2.a].



e In figura 5.3.2.a. apare reprezentarea grafici a modului de lucru al procedurii
Domeniu.

e Urma executiei procedurii pentru n = 10 apare in figura 5.3.2.b,

o In figura apar precizate limitele domeniilor pentru fiecare dintre apelurile
procedurii.

o In chenar sunt precizate domeniile de lungime 1 sau 2 care presupun
comparatii directe.

o Dupéd cum se observé, arborele de apeluri este un arbore binar deoarece se
executd doud apeluri recursive din corpul procedurii.

e Daca se realizeaza o analizd mai aprofundata a modului de implementare se constata ca:

o Contextele apelurilor se salveaza in stiva sistem in ordinea rezultata de
parcurgerea in preordine a arborelui de apeluri

o Contextele se extrag din stiva conform parcurgerii in postordine a acestuia.

o Restaurarea contextului fiecdrui apel face posibild parcurgerea ordonatd a

(1,10)

1,5 \610
2N

(1,3 4,5 (6,8) 9,10
2 3

3 6,7 8,8

Fig.5.3.2.b. Arbore de apeluri al procedurii Domeniu pentrun = 10

e Per ansamblu regia unui astfel de algoritm recursiv este mai ridicatd decét a celui
iterativ (sunt necesare 11 apeluri ale procedurii, pentru n = 10),

e Totusi, autorii demonstreaza ca din punctul de vedere al costului calculat relativ la
numarul de comparatii ale elementelor tabloului, el este mai eficient decat algoritmul
iterativ.

o Pornind de la observatiile:

= (1) Procedura include comparatii directe numai pentru subtablourile
scurte (de lungime 1 sau 2)

= (2) Pentru subtablourile mai lungi se procedeaza la divizarea
intervalului comparand numai extremele acestora,

o In[AHS85] se indici o valoare aproximativa pentru cost (numir de comparatii
directe) egald cu (3/2) n-2 unde n este dimensiunea tabloului analizat.

5.3.3. Algoritmi de reducere

e O altd categorie de algoritmi care se preteaza pentru o abordare recursiva o reprezinta
algoritmii de reducere.

o Acesti algoritmi se bazeazd pe reducerea in manierd recursiva gradului de
dificultate al problemei, pas cu pas, pand in momentul in care aceasta devine
banala.



O

e In aceast

In continuare se revine in acceeasi manierd recursiva si se asambleazi
solutia integrala.

a categorie pot fi incadrati algoritmul pentru calculul factorialului si algoritmul

pentru rezolvarea problemei Turnurilor din Hanoi.

e Se atrage atentia ca spre deosebire de algoritmii cu revenire (&5.4), in acest caz nu se
pune problema revenirii in caz de nereusita, element care incadreazd acest tip de

algoritmi

intr-o categorie separata.

e In continuare se prezintd un exemplu de algoritm de reducere.

e Exemplul 5.3.3.a. Algoritm pentru determinarea permutarilor primelor n numere
naturale.
o  Se da o secventd de numere naturale
o Se cere sa se determine toate permutirile care se pot construi cu aceastd secventa
de numere
Pentru determinarea permutarilor se poate utiliza tehnica reducerii.
o  Principiul este urmétorul:
=  Pentru a obtine permutirile de n elemente este suficient sa se fixeze pe
rand cate un element si sd se permute toate celelalte n -1 elemente.
= Procedand recursiv in aceastd manierd se ajunge la permutdri de 1
element care sunt banale.
e Aceasta tehnicd este implementatd de procedura Permut (k) care realizeaza

permutarea primelor k numere naturale.

e Schitade

{Schita de p
permutdrilor

Procedura Pe

principiu a acestui algoritm apare in secventa [5.3.3.a.]

rincipiu a algoritmului pentru determinarea
a n numere naturale}

rmuta (k:integer) ;

daca k=1 atunci
*afiseazd tabloul (s-a finalizat o permutare)
altfel
pentru i=1 la k executa [5.3.3.a]
*interschimba pe al[i] cu alk];

Pe
*i

[e]

rmuta (k-1); {apel recursiv}
nterschimba pe a[i] cu al[k] {refacere situatie}

Numerele se presupun memorate in tabloul a[i] (i=1,2,...,n).

Dacd k =# 1, atunci fiecare dintre elementele tabloului situate pe pozitii
inferioare lui k sunt aduse (fixate) pe pozitia k prin interschimbarea
pozitillor i §i k ale tabloului a in cadrul unei bucle FOR pentru
i=1,2,...,k
Initial k ia valoarea n pentru permutarea a n numere.
Pentru fiecare schimbare (fixare) se apeleaza recursiv rutina cu parametrul
k-1, dupa care se reface starea initiald reluand in sens invers interschimbarea
pozitiilor i si k.
= Acest lucru este necesar, deoarece fixarea elementului urmator
presupune refacerea stirii initiale in vederea parcurgerii in mod

In momentul 1n care k = 1, se considera terminat un apel si se afiseaza tabloul a
care contine o permutare.

Aceasta este conditia care limiteazd adancimea apelurilor recursive
determinénd revenirea in apelurile anterioare.

e Insecventa urmatoare apare o varinata de implementare a acestui algoritm

/* Exemplu d
permutdrilor

e implementare a algoritmului pentru determinarea
a n numere naturale */



void permuta (int k)

{

int 1i,x;

if (k==1)
afiseaza;
else

{
for( i=1; 1 <=k; 1 ++)
{ /*[5.3.3.b]*/
x=al[i]; alil=alk]l; alkl=x;
permuta (k-1);
x=al[i]; alil=alk]; alk]l=x;

e In figura 5.3.3.a este reprezentat arborele de apeluri al procedurii Permuta (4)
pentru permutarile obtinute prin fixarea primului element

i= i=2 k=4 i=3 k=4 i=4 k=4

I4I2I3 Lila[s]2]  [4]2] 4]3]
4

Y

i=1 k=3 i=2 k=3 i=3 k=3
/" /=N N\

i=1 k=2 i=2 k=2 i=1 k=2 i=2 k=2 i=1 k=2 i=2 k=2
L2l sl 4l «{[s] 2] 4] 1][slafo ][ alafol+[[2]al a[+][ 4 2] 3] 1]
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

[2[s[a+][s] 2] 4] ][ s 4f 2 1][ 4] sl 2] 1[[ 2] 4 3] ][ 4] 2 3]H1]

Fig.5.3.3.a. Arborele de apeluri pentru Permuta (4)

e Structura arborelui apelurilor este mai complicatd datoritd faptului ca apelurile
recursive se realizeaza dintr-o bucld FOR cu o limitd (k) care descreste odata cu
cresterea nivelului arborelui.

e iniltimea arborelui de apeluri este egali cu n.

5.3.4. Algoritmi recursivi pentru determinarea tuturor solutiilor unor probleme
e Algoritmii recursivi au proprietatea de a putea evidentia in mod ordonat toate
posibilititile referitoare la o situatie data.
e Se prezinta in acest sens doud exemple

o Primul exemplu reliefeazé proprietatea de a evidentia in mod ordonat toate



® Exemplul 5.3.4.a. Algoritm pentru evidentierea tuturor posibilitatilor de sectionare a unui
fir de lungime intreagd data (n) 1n parti de lungime 1 sau 2.

® Acest algoritm se bazeaza pe urmatoarea tehnica de lucru:

= Se taie o parte de lungime 1 si restul lungimii (n-1) se sectioneaza in toate

modurile posibile;

= Se taie o parte de lungime 2 si restul lungimii (n-2)se sectioneaza in toate

modurile posibile.

e Pentru lungimean = 1 avem cazul banal al unei taieturi de lungime 1.

e Pentru lungimea n = 0 nu existd nici o posibilitate de taietura.

® Schita de principiu a acestui algoritm apare in secventa [5.3.4.a].

{Schita de principiu a algoritmului de tdiere a firului}

Procedura Taie (lungimeFir) ;

0

daca lungimeFir>1 atunci
*se taie o bucatd de lungime 1;
Taie (lungimeFir-1);
*se taie o bucatd de lungime 2;
Taie (lungimeFir-2)
*se anuleazd tdietura
altfel [5.3.4.a]
daca lungimeFir=1 atunci

*se taile bucata de lungime 1;

*afisare

® insecventa [5.3.4.b] se prezinti o varianti de implementare in care:

Procedura Taie implementeaza tehnica de lucru anterior prezentata cu precizarea ca
la atingerea dimensiunii n = 1 saun = 0 se considera procedura terminatd si se
afiseaza secventa de taieturi generata.

Taieturile sunt reprezentate grafic utilizand caracterul '.' pentru segmentul de
lungime 1 si caracterul ' ' pentru segmentul de lungime 2.

Pentru memorarea taieturilor se utilizeaza un tablou de caractere z, parcurs cu
ajutorul indicelui k, in care se depun caracterele corespunzatoare taieturilor.

/* Implementare a algoritmului de tdiere a firului */

int i, k,x;

char z[9]

’

void taie(int lungimefir)

{

if (lungimefir>1)

{

}

k=k+1;

z[k-1]=".";

taie (lungimefir-1);
z[k-11=" "';

taie(lun&imefir—Z);
k=k-1;/*anulare taietura*/

else

{

/*[5.3.4.b]*/
printf (" ")
for( i=1; 1 <=k; 1 ++)
printf ("%c", z[i-11);
if (lungimefir==1)



printf(".");
printf ("\n");

® in figura 5.3.4.a apare rezultatul apelului procedurii Taie pentrun = 4sin = 5.

® Din aceastd figurd se poate deduce usor maniera de executie a procedurii (urma
executiei) luand In considerare faptul cé in reprezentarea grafica:

® Caracterul "' reprezinta apelul procedurii Taie pentru n-1,
® (Cracterul ' 'reprezintd apelul procedurii Taie pentrun - 2.

lungimeFir =4 lungimeFir =5

Fig.5.3.4.a. Executia procedurii Taiepentru n = 4 §i n = 5

® in figura5.3.4.b se prezinti arborele de apeluri al procedurii Taie pentrun = 4 .
® Se observa ca in fiecare nod al acestui arbore sunt precizate:

® Succesiunea bucitilor tiiate;

® Apelul recursiv care se realizeaza;
®  Valoarea curentd a lui k
°

In chenar ingrosat sunt incadrate secventele care se afiseaza.

Taie(4

/\

k= 1 Taie(3) k=2 Tale(2)
(y \(2) (1)/ \(2)
[.T] LI L [-[]

k=2 Taie(2) k=2 Taie(1) k=2 Taie(1) k=2 Taie(0)

N oo

a
LI L HE

k=3 Taie(1) k=3 Taie(0)

L 1l
LLd.0.0 Ll

Fig.5.3.4.b. Arborele de apeluri al procedurii Taie (4)




Exemplul 5.3.4.b. Algoritm pentru determinarea tuturor solutiilor de iesire dintr-un
labirint.

Algoritmul care va fi prezentat in continuare presupune un labirint
® [Labirintul este descris cu ajutorul unui tablou bidimensional de caractere de
dimensiuni (n+1) * (n+1)
In tablou, cu ajutorul caracterului '*' sunt reprezentati peretii,
Cu ajutorul caracterului ' ' sunt reprezentate culoarele.
® Punctul de start este centrul labirintului,

Drumul de iesire se cautd cu ajutorul unei proceduri recursive Cauta (x, y) unde x §i y
sunt coordonatele locului curent in labirint si in acelasi timp indici ai tabloului care
materializeaza labirintul.

Cautarea se executa astfel:

L

® Daca valoarea locului curent este
® Se intrd pe un posibil traseu de iesire
® Se marcheaza locul cu caracterul '#'.
® Daca s-a ajuns la margine rezulta ca s-a gasit un drum de iesire din labirint si

se executd afisarea tabloului bidimensional (labirintul si drumul gasit).

® Daca valoarea locului curent nu este

® Se apeleazd recursiv procedura Cauta pentru cele patru puncte din
vecindtatea imediatd a locului curent, dupa directiile axelor de coordonate
(dreapta, sus, stanga, jos).
Pentru fiecare cautare reusita traseul apare marcat cu '# '.

Marcarea asigurd nu numai memorarea drumului de iesire dar in acelasi timp inlatura
reparcurgerea unui drum deja ales.

® Reluarea parcurgerii aceluiasi drum poate conduce la un ciclu infinit.

Este importantd sublinierea faptului ca marcajul de drum se sterge de indata ce s-a ajuns
intr-o fundatura sau daca s-a gasit o iesire, In ambele situatii revenindu-se pe drumul
parcurs pana la proximul punct care permite selectia unui nou drum.

Stergerea se executa prin generarea unui caracter ' ' pe pozitia curenta inainte de parasirea
procedurii.

® Aceasta corespunde practic infasurarii "firului parcurgerii" conform metodei
"firului Ariadnei".

In secventa [5.3.4.c] este prezentata schita de principiu a procedurii Caut iar in [5.3.4.d]
o variantd de implementare C.

{Schita de principiu a algoritmului de cdutare a drumului de
iesire dintr-un labirint}

Procedura Cauta (x,y: coordonate);

dacd *locul este liber atunci [5.3.4.c]
*marcheaza locul
daca *s-a ajuns la iesire atunci *afiseazd drumul
altfel

Cauta(x+l,y); {dreapta} Cauta(x,y+l); {sus}
Cauta(x-1,y); {stédnga} Cauta(x,y-1) {jos}

0

*sterge marcajul

/* Implementare a algoritmului de cdutare a drumului de iesire
dintr-un labirint */

void cauta(int x,int vy)

{ /*[5.3.4.d1*/



if (((x $ n)==0)11((y % n)==0)) >
/*afiseaza*/
else
{
cauta (x+1,vy
cauta (x, y+1
cauta(x-1,vy
(

)
)
)
cauta (x,y-1)

Ne Ne Ne N

® Procedura recursivd cauta materializeazd metoda expusa anterior.

® Daca in timpul cautarii se atinge una din extremele valorilor abscisei sau ordonatei (0 sau
n), s-a gasit o iesire din labirint §i se realizeaza afisarea.

® in figura 5.3.4.c se prezintd un exemplu de executie al acestei proceduri.

khkkkhkkk khkkkkkk khkkkhkkk hhkkkkkk khkkkhkkk hhkkkkkk
* * * * *####* * * * * * *
* *k kk *k kkk * *#**#** * *kk * * kk *kk *k kkk *
* % * * % *#*## * * % * * * * %
* %k *khkkkkkk * * *#*#******* * % * % *hkkkkkk * *
* * * *kk * *#*#*####::*** * * * *#####*** *
* * * *kk *k * * *#*#*#*** * % * * * *#***#* *
* % * * #*#*##!* * * *##!*## *
*kkk *hhkkkk * * * ***#*** * % * *hkk *k*x * %
* * * * * ######:* * % * * %
* kkkkkkkkk * * * kkhkkkkkkkk * * * ********* * %
* * * * * * * * * R >
* %k *khkkkkkk * * * % Khhkkkkkk * * * *#******* * %
* * * * * * * * LT T T T L *
khkkkhkkk khkkkkkk khkkkhkkk hhkkkkkk * %k % ***#*******

Fig.5.3.4.c. Exemplu de executie al procedurii Cauta

5.4. Algoritmi cu revenire (backtracking)

® Unul din subiectele de mare interes ale programarii se refera la rezolvarea unor probleme
cu caracter general.

® [deea este de a concepe algoritmi generali pentru gasirea solutiilor unor probleme
specifice, care sa nu se bazeze pe un set fix de reguli de calcul, ci pe incerciri repetate si
reveniri in caz de nereusita.

® Modalitatea comuna de realizare a acestei tehnici consta In descompunerea obiectivului
(taskului) in obiective partiale (taskuri partiale).

® De reguld aceastd descompunere este exprimatd in mod natural in termeni
recursivi si consta in explorarea unui numir finit de subtaskuri.

® [n general, intregul proces poate fi privit ca un proces de incercare sau cautare
care construieste in mod gradat si parcurge in acelasi timp un arbore de
subprobleme.

® Obtinerea unor solutii partiale sau finale care nu satisfac, provoacd revenirea
recursiva in cadrul procesului de céutare si reluarea acestuia pand la obtinerea
solutiei dorite.

® Din acest motiv, astfel de algoritmi se numesc algoritmi cu revenire
("backtracking algorithms").



® [n multe cazuri arborii de cautare cresc foarte rapid, de obicei exponential, iar
efortul de cautare creste In aceeasi masura.

® in mod obisnuit, arborii de ciutare pot fi simplificati numai cu ajutorul
euristicilor, simplificare care se reflecta de fapt in restrdngerea volumului de
calcul si incadrarea sa 1n limite acceptabile.

®  Scopul acestui paragraf:
® Nu este acela de a discuta regulile generale ale euristicii.
® Mai degraba:

® (1) Se vor aborda principiile separarii unei probleme in subproblemele care o
rezolva

® (2) Se va utiliza recursivitatea in vederea solutionarii acestora
5.4.1. Turneul calului

® Specificarea problemei:
® Se consideri o tabli de sah (esicher) cu n? cAmpuri.

® Un cal céruia 1i este permis a se migca conform regulilor sahului, este plasat in
campul cu coordonatele initiale x $i vy .

® Se cere sa se gaseasca acel parcurs al calului - daca existd vreunul - care acopera
toate campurile tablei, trecAnd o singura data prin fiecare.

® Primul pas in abordarea problemei parcurgerii celor n? cAmpuri este acela de a considera
problema urmatoare:

® "La un moment dat se incearcd executia unei miscari urmatoare sau se constatd
ca nu mai este posibild nici una si atunci se revine in pasul anterior".

® Pentru inceput se va defini algoritmul care Incearcd si execute miscarea urmaitoare a
calului.

{Schita algoritmului pentru realizarea miscdrii urmdtoare a
calului - varianta Pascal}

PROCEDURE IncearcalMiscareaUrmatoare;
BEGIN
*initializeazd lista miscdrilor
REPEAT
*selecteazd posibilitatea urmdtoare din lista
miscdrilor
IF *este acceptabild THEN
BEGIN [5.4.1.a]
*inregistreazd miscarea curentd;
IF *tabela nu e plind THEN
BEGIN
IncearcaMiscareaUrmatoare;
IF NOT *miscare reusitd THEN
*sterge inregistrarea curenta
END
ELSE
*miscare reusita



END
UNTIL (*miscare reusitd) OR (*nu mai exista
posibilitdti in lista miscdrilor)
END; {IncearcaMiscareaUrmatoare}

/* Schita algoritmului pentru realizarea miscdrii urmdtoare a
calului - varianta pseudocod C */

void incearca miscarea_urmatoare ()
{
/*initializeaza lista miscarilor */
do {
/*selecteaza posibilitatea urmatoare din lista
miscarilor*/
if (/*este acceptabila*/)
{ /*[5.4.1.a]*/
/*inregistreaza miscarea curenta*/;
if (/*tabela nu e plina*/)
{
incearca_miscarea_ urmatoare() ;
if (!/*miscare reusita*/)

/*sterge inregistrarea curenta*/;

}

else;
/*miscare reusita*/
}
} while (! ((/*miscare reusita*/) | (/*nu mai exista

posibilitati in lista miscarilor*/)));

}
/* _____________________________________________________________
*/

® [n continuare se vor preciza cateva dintre structurile de date care vor fi utilizate.

® in primul rand tabela de sah va fi reprezentatd prin matricea t pentru care se introduce
tipul TipIndice [5.4.1.b].

{Definirea structurilor de date: tabela de sah}

TYPE TipIndice = 1..n; [5.4.1.b]
TipTabela = ARRAY[TipIndice,TipIndice] OF integer;

enum {n =10};

typedef unsigned tipindice; /*[5.4.1.b]*/
typedef int tiptabelaln]([n];
/* _______________________________________________________ */

® Dupa cum se observa, in campurile tabelei t se memoreaza valori intregi $i nu valori
booleene care sd indice ocuparea.

® Acest lucru se face cu scopul de a pastra urma traseului parcurs conform urmatoarei
conventii [5.4.1.c].

{Conventia de marcare a traseului parcurs de cal pe tabela de
sah}

t(x,y] = 0; {cémpul (x,y) nu a fost inca vizitat}
tlx,y] = 1i; {cdmpul (x,y) a fost vizitat in pasul i
(1 £1<n?} [5.4.1.c]

® [n continuare se vor stabili parametrii specifici de apel ai procedurii care implementeaza
algoritmul. Acestia trebuie sa precizeze:



® (1) Conditiile de start ale noii miscari (parametri de intrare)

® (2) Sa precizeze daca miscarea respectiva este reusitd sau nu (parametru de
iesire).

Pentru prima cerinta (1) sunt suficiente:
® (Coordonatele x, y de la care va porni migcarea

® Si valoarea i care precizeazd numarul mutirii curente necesard din ratiuni de
inregistrare.

Pentru cea de-a doua cerintd (2) se introduce parametrul de iesire g = true desemnand
miscare reusita respectiv g = £alse nereusitd, din punctul de vedere al acceptarii miscarii.

Problema care se pune in continuare este aceea a rafinirii propozitiilor precedate de

A

caracterul "*" in secventa [5.4.1.a].
® inprimul rand faptul ci *tabela nu este plind seexprimi prin i < n’.

® Se introduc variabilele locale u si v pentru a preciza coordonatele unei posibile
destinatii a miscarii conform regulilor dupa care se efectueaza saltul calului,

® Propozitia *este acceptabild poate fi exprimata ca si o combinatie logica a
conditiilor 1 <u<n si 1<v<n (adica noul camp este pe tabeld) si cd el nu a
fost vizitat anterior (t[u,v] =0).

® Asertiunea *inregistreazd miscareadevine t[u,v] =1;

® Asertiunea *sterge inregistrarea curentd,seexprimdprint[u,v] =0.

® Se mai introduce variabila booleana locald g1 utilizatd ca si parametru rezultat pentru
apelul recursiv al procedurii. Variabila gl substituie de fapt conditia *miscare

reusita.

® Se ajunge 1n definitiv la urmatoarea formulare a procedurii [5.4.1.d].

{Rafinarea procedurii Incearcd - pasul 1 de rafinare - varianta

Pascal}

PROCEDURE Incearca(i: integer; x,y: indice;

VAR g: boolean);
VAR u,v: integer; gl: boolean;
BEGIN
*initializeazd lista migcdrilor
REPEAT
*fie u,v coordonatele miscdrii urmdtoare conform
regulilor sahului
IF (1<=u<=n) AND (1l<=v<=n) AND (t[u,v]=0) THEN
BEGIN
tlu,v]:= 1i; [5.4.1.d]
IF i<n*n THEN
BEGIN
Incearca(i+l,u,v,ql);
IF NOT gl THEN t[u,v]:= 0
END
ELSE
gl:= true
END
UNTIL gl OR (nu mai existd posibilitdti in lista
miscdrilor);



g:= gl
END; {Incearca}

/* Rafinarea procedurii Incearcd - pasul 1 de rafinare -
varianta C */

typedef tipindice indice;
typedef unsigned int boolean;
#define true (1)

#define false (0)

void incearca(int i, indice x,indice y, boolean* q)

{

int u,v; boolean qgl;

/*initializeaza lista miscarilor */
do {
/*fie u,v coordonatele miscarii urmatoare conform
regulilor sahului*/
if ((l1<=u<=n) && (l<=v<=n) && (t[u][v]==0))
{
tlul] [v]=i; /*[5.4.1.d1%*/
if (i<n*n)
{
incearca (i+1,u, v, &ql);
if (! gl) tlullv]=0;
}

else
gl=true;
}
} while (! (gl | (/*nu mai exista posibilitati in lista
miscarilor*/)));
*q=ql;
} /*Incearca*/

2 I E————
*/

® Relativ la aceastd secventa se fac urmatoarele precizari.

® Tehnica utilizatd este cea cunoscuta in literatura de specialitate sub denumirea de tehnica
"look ahead" (tehnica scrutirii). In baza acestei tehnici:

® (1) Se apeleaza procedura cu coordonatele curente x §i y;

® (2) Se selecteazd o noua miscare de coordonate u si v (urmatoarea din cele 8
posibile din lista de miscari);

® (3) Se incearca realizarea miscarii urmatoare plecand de la pozitia u, v.
® (4) Daci migcarea nu este reusitd, respectiv s-au parcurs fara succes toate cele 8

lipsita de perspectiva (bucla REPEAT).

® Privind in perspectiva evolutiei cautarii, fiecare dintre cele 8 migcari este tratatd In maniera
similara:

® Respectiv pornind de la fiecare dintre migcéri se merge atit de departe cat se poate

® [n caz de nereusita se incercd miscarea urmatoare din lista de miscari pana la



Dupa cum se observa, procedura se extinde de fapt peste trei niveluri de cautare, element
care ii permite revenirea in caz de esec in vederea selectarii unui nou parcurs.

Arborele de apeluri asociat cautarii:
® Este de ordinul 8 (din fiecare punct se pot selecta 8 posibilitati de miscare)

® Are iniltimea n’ (numarul de pasi necesari pentru solutia finald), element care
explica complexitatea procesului de determinare a solutiei problemei.

in pasul urmétor si ultimul de rafinare mai raiman cateva puncte de specificat.
Precizarea saltului calului.

® Fiind datd o pozitie initiald <x,y> existd opt posibilititi pentru generarea
coordonatelor destinatiei miscarii urmatoare <u, v>, care sunt numerotate de la 1
la 8 in fig.5.4.1.a.

3 2
4 1
X
5 8
6 7
Fig.5.4.1.a. Miscarile posibile ale calului pe esicher

® O metoda simpla de obtinere a lui u si v din x si y este de a aduna la acestea din
urma diferentele specifice de coordonate memorate in doud tablouri, unul pentru x
notat cu a si unul pentru y notat cu b.

® Indicele k precizeazd numarul urmatorului candidat din lista miscarilor
(1<k<8)

® Formatul celor doua tabele a si b apare in continuare:

alll:= 2; bll]:= 1; 3 >
al2]:=1; b[2]:= 2;

a[3]:=-1; b[3]:= 2; 4 1
ald4]:=-2; bld4]l:= 1; X
al[5]:=-2; b[5]:=-1;

a[6]:=-1; b[6]:=-2; 5 8
al7l:= 1; bl7]:=-2; 6 7
al8]:= 2; b[8]:=-1;

Detaliile de implementare apar in programul [5.4.1.e], variantd Pascal respectiv C.

Procedura recursiva este initiata printr-un apel cu coordonatele x0, y0 de la care porneste
parcursul turneului calului.

Acestui camp i se atribuie valoarea 1, restul cAmpurilor se marcheaza ca fiind libere
(valoare nula).

Se face urmdtoarea precizare: o variabild t[u,v] existd numai dacd u si v sunt in
domeniul 1. .n.



® in program aceasti cerinti a fost implementati cu ajutorul operatorului IN,
utilizdnd multimea S, implementare care pentru valori mici ale Iui u respectiv v
este foarte eficienta.

{Determinarea Turneului Calului - varianta finald Pascal}

PROGRAM TurneulCalului;
CONST n=5;
TYPE TipIndice = 1..n;
VAR i,]j: TipIndice;
d: boolean;
a,b: ARRAY[1..8] OF integer;
t: ARRAY[TipIndice,TipIndice] OF integer;

PROCEDURE Incearca(i: integer; x,y: TipIndice;
VAR g: boolean);
VAR k,u,v: integer;
k: integer;
gl: boolean;
BEGIN
k:= 0;
REPEAT
k:= k+1; gl:= false;
u:= x+alk]; v:= y+tblk];
IF (1l<=u<=n) AND (l<=v<=n) THEN
IF t[u,v]=0 THEN
BEGIN
tlu,v]:= 1i; [5.4.1.e]
IF i<n*n THEN
BEGIN
Incearca(i+l,u,v,ql);
IF NOT gl THEN t[u,v]:= 0
END
ELSE
gl:= true
END
UNTIL gl OR (k=8);
g:= gl
END; {Incearca}
BEGIN {programul principal}

alll:= 2; bll]l:= 1;
al2]l:=1; b(2]:= 2;
al3]:==-1; b[3]:= 2;
ald]:==-2; bld]:= 1;
al5]:=-2; b[5]:=-1;
alol:=-1; blo6]:==2;
al7]l:=1; bl[7]:==2;
al8l:= 2; b[8]:=-1;
FOR i:=1 TO n DO
FOR j:= 1 TO n DO t[i,j]l:= 0;
t[1l,1]:= 1; Incearca(2,1,1,q9);
IF g THEN
FOR i:= 1 TO n DO
BEGIN
FOR j:= 1 TO n DO Write (' 'Leli,31)
Writeln
END
ELSE Writeln (' nu exista solutie ')
END.

/* Determinarea Turneuluil Calului - varianta finald C */
#include <limits.h>
#include <stdarg.h>
#include <stdlib.h>

enum {n =5};



typedef

typedef
#define
#define

unsigned char tipindice;

unsigned int boolean;
true (1)
false (0)

tipindice 1i,3;
boolean qg;

int al8],b[8];
int t[n][n];

void incearca (int i,

{

int k,u,v;
boolean gl;

k=0;
do {
k=k+1;

gl=false;
u=x+alk-1]; v=y+b[k-1];
if ((0<=u<=n-1) && (0<=v<=n-1))

if (t[u-1][v-1]1==0)
{
tlu-1][v-11=1i;
if (i<n*n)
{
incearca (i+l,u,v, &ql);
if (! gl)
t[u-1][v-1]1=0;
}
else
gl=true;
}
} while (!(gl || (k==8)));
*g=ql;
} /*Incearca*/

int main (int argc, const char* argvl([])

{ /*programul principal*/
al0]=2; b[0]=1;
alll=1l; Db[l]=2;
al2]l=-1; b[2]=2;
al31=-2; b[3]=1;
al4]=-2; bl4]=-1;
a[5]=-1; b[5]=-2;
al6l=1; bl6]=-2;
al7]1=2; bl7]=-1;
for( i=1; 1 <=n; 1i++)

for( j=1; j <=n; Jj++)
t[i-1]1[3J-11=0;
t[0][0]=1;
incearca(2,1,1,&q);
if (q)
for( i=1; 1 <=n; i++)

{

for( j=1; j <=n; Jj++)
printf (" %$3i", t[i-11[3-11);
printf ("\n");

}

else printf ("nu exista solutie \n");

getch();
return 0;

tipindice x,tipindice

boolean* q)

/*[5.4.1.e]1*/



® in figura 5.4.1.b se prezinti rezultatele executiei programului TurneulCalului
pentru pozitiile initiale (1,1), (3,3) cu n=5%i (1,1) cu n=6.

1 6 15 10 21 23 10 15 4 25
14 9 20 5 16 16 5 24 9 14
19 2 7022 11 11 22 1 18 3

8 13 24 17 4 6 17 20 13 8
25 18 3 12 23 21 12 7 2 19

1 16 7 26 11 14
34 25 12 15 6 27
17 2 33 8 13 10
32 35 24 21 28 5
23 18 3 30 9 20
36 31 22 19 4 29
Fig.5.4.1.b. Exemple de executie ale programului TurneulCalului

® (Caracteristica esentiala a acestui algoritm:

® inainteazi spre solutia finali pas cu pas, tatonind si fnregistrand drumul
parcurs.

® Daca la un moment dat constata ca drumul ales nu conduce la solutia dorita ci la o
fundatura, revine, stergind inregistrarile pasilor pana la proximul punct care
permite o noud alternativa de drum.

®  Acecasta activitate se numeste revenire (backtraking).

5.4.2. Probleme (n,m). Determinarea unei solutii

® Modelul principal general al unui algoritm de revenire se preteaza foarte bine pentru
rezolvarea problemelor pentru care:

® Solutia finald presupune parcurgerea a n pasi succesivi,
® Fiecare pas poate fi selectat dintre m posibilitati.
® (O astfel de problema se numeste problema de tip (n,m).

® in secventa [5.4.2.a] apare modelul principial de rezolvare a unei astfel de probleme in
forma procedurii Tncearcd . Modelul oferd o singura solutie a problemei.

{Model pricipial de rezolvare a unei probleme de tip (n,m).

Determinarea unei solutii}

Procedura Incerca;
BEGIN
*initializeazad selectia posibilitdatilor;
REPEAT
*selecteazd posibilitatea urmdtoare;
IF acceptabilda THEN [5.4.2.a]
BEGIN
*inregistreaz-o ca si curentd;
IF *solutie incompletda THEN
BEGIN
Incerca *pasul urmator;
IF *nu este reusit THEN
*sterge inregistrarea curenta



END
ELSE
*pas reusit (solutie completd)
END{IF}
UNTIL (*pas reusit) OR (*nu mai sunt posibilitati)
END; {Incearca}

/* Model pricipial de rezolvare a unei probleme de tip (n,m).
Determinarea unei solutii */

void Incerca/()

{
*initializeaza selectia posibilitatilor;
do
*selecteaza posibilitatea urmatoare;
if ( acceptabila ) /*[5.4.2.a]*/
{
*inregistreaz-o ca si curenta;
if ( *solutie incompleta )
{
Incerca *pasul urmator;
if ( *nu este reusit )
*sterge inregistrarea curenta
}
else
*pas reusit (solutie completa)
}/*if */
while (! (*pas reusit) || !(*nu mai sunt posibilitati)}
}/*Incearca*/

®  Acest model principial poate fi concretizat in diverse forme.
® [n continuare se prezintd doua variante.

® (1) In prima variantd, procedura Incearcal are drept parametru de apel numirul
pasului curent

{Rezolvarea unei probleme de tip (n,m). Determinarea unei
solutii - Varianta 1}

Procedura Incercal(i: TipPas);
VAR posibilitate: TipPosibilitate;

BEGIN
posibilitate:= 0;{initializeazad selectia
posibilitatilor}
REPEAT

posibilitate:= posibilitate+l; {selectie posibilitate
urmdtoare}
IF *acceptabila THEN
BEGIN [5.4.2.Db]
*inregistreaz-o ca si curentd;
IF i<n THEN {solutie incompletd}
BEGIN
Incercal (i+1); {incerca pasul urmator}
IF *nereusit THEN
*sterge inregistrarea curenta
END
ELSE
*solutie completada (afisare)
END
UNTIL *solutie completd OR (posib=m)
END; {Incercal}



/* Rezolvarea unei probleme de tip (n,m). Determinarea unei
solutii - Varianta 1 */

void Incercal (TipPas 1)
{
TipPosibilitate posib;
posib=0;/*initializeaza selectia posibilitatilor*/
do
posib=posib+l; /*selectie posib. urmatoare*/
if ( *acceptabila )
{ /*[5.4.2.b]*/
*inregistreaz-o ca si curenta;
if ( i<n ) /*solutie incompleta*/
{
Incercal (i+1); /*incerca pasul urmator*/
if ( *nereusit )
*sterge inregistrarea curenta
}
else
*solutie completa (afisare)
}
while (!*solutie completa || (posib!=m))
}/*Incercal*/

® (2) in cea de-a doua varianti, procedura Incearca?2 are drept parametru de apel o
posibilitate de selectie

® (Constructia solutiei se realizeaza apeland recursiv procedura pe rand pentru
fiecare posibilitate in parte [5.4.2.c].

® Din punctul de vedere al finalitatii cele doud variante sunt identice, ele diferd doar ca
forma.

{Rezolvarea unei probleme de tip (n,m). Determinarea unei

solutii - Varianta 2}

Procedura Incearca?2 (posibilitate: TipPosibilitate);
BEGIN
IF *acceptabild THEN
BEGIN
*inregistreaz-o ca si curentad;
IF *solutie incompleta THEN
BEGIN [5.4.2.c]

Incearca?2 (Posibilitate;);
Incearca?2 (Posibilitate,);

Incearca? (Posibilitatey) ;
*sterge inregistrarea curentad
END
ELSE
*solutie completa (afisare)
END
END; {Incearca?2}
/* Rezolvarea unei probleme de tip (n,m). Determinarea unei
solutii - Varianta 2 */

void Incearca?2 (TipPosibilitate posib)
{
if ( *acceptabila )
{
*inregistreaz-o ca si curenta;
if ( *solutie incompleta )



{ /*[5.4.2.c]*/
Incearca? (Posibilitatel) ;
Incearca? (Posibilitate?2);

Incearca? (Posibilitatem) ;
*sterge inregistrarea curenta

}

else
*solutie completa (afisare)

}

}/*Incearcal*/

procedura este apelatd initial prin Incearca?2 (1).

® [n continuare in cadrul acestui paragraf vor fi prezentate cateva aplicatii ale algoritmilor cu
revenire, care se preteaza deosebit de bine unei abordari recursive.

5.4.3. Problema celor 8 regine

® Problema celor 8 regine reprezintd un exemplu bine cunoscut de utilizare a algoritmilor cu
revenire.

® Acecastd problema a fost investigatd de K.F. Gauss in 1850, care insd nu a rezolvat-o
complet, Intrucat pana in prezent nu a fost gasita o solutie analitica completa.

® [n schimb, problema celor 8 regine poate fi rezolvata prin incercéri, necesitind o
mare cantitate de munca, rabdare, exactitate §i acuratete, atribute In care masina
de calcul exceleaza asupra omului chiar atunci cand acesta este un geniu.

® Specificarea problemei celor 8 regine:

® Pe o tabla de sah trebuiesc plasate 8 regine astfel incét nici una dintre ele sd nu le
ameninte pe celelalte.

® Se observa imediat cd aceasta este o problema de tip (n, m) :
® Deoarece exista 8 regine care trebuiesc plasate, deci solutia necesita 8 pasi,

® Pentru fiecare din cele 8§ regine existand, dupd cum se va vedea, 8 posibilitati de a
fi agezate pe tabla de sah.

® Pornind de la modelul [5.4.2.a] se obtine imediat urmatoarea formulare primard a
algoritmului [5.4.3.a].

{Rezolvarea Problemeil celor 8 regine - schita de principiu}

PROCEDURE Incerca(i: regina);
BEGIN
*initializeazd selectia locului de plasare pentru
a i-a regina
REPEAT
*selecteazd locul urmator
IF *loc sigur THEN
BEGIN [5.4.3.a]
*plaseazda regina i
IF i<8 THEN
BEGIN
Incearca (i+l);



IF *incercare nereusitd THEN *ia regina
END
ELSE
*Incercare reusita (i=8)
END
UNTIL *incercare reusitd OR (*nu mai exista locuri)
END; { Incerca}

/* Rezolvarea Problemei celor 8 regine - schita de principiu */

void Incerca(regina 1i)
{
*initializeaza selectia locului de plasare pentru
a i-a regina
do
*selecteaza locul urmator
if ( *loc sigur )
{ /*[5.4.3.al*/
*plaseaza regina i
if ( i<8 )
{
Incearca (i+1l);
if ( *incercare nereusita ) *ia regina

}

else
*incercare reusita (i=8)

}

while (! (*incercare reusita) || ! (*nu mai exista locuri))
}/*Incerca*/

® Sunt necesare citeva precizari.

® Deoarece din regulile sahului se stie ca regina amenintd toate cimpurile situate
pe aceeasi coloana, rand sau diagonala in raport cu cadmpul pe care ea se afla,
rezulta ca fiecare coloanai a tablei de sah va putea contine o singura regina.

® Astfel alegerea pozitiei celei de-a i-a regine poate fi restransd numai la coloana
i.

® [n consecinta:

® Parametrul i din cadrul algoritmului devine indexul coloanei in care va fi plasata
regina i,

® Procesul de selectie se restrange la una din cele 8 valori posibile ale indicelui j
care precizeaza randul in cadrul coloanei.

® in concluzie:
® Avem o problema tipica (8,8),
® Solutionarea ei necesita 8 pasi (asezarea celor 8§ regine),
® Arborele de apeluri recursive este de ordinul 8 si are Tnaltimea §.

® in continuare se impune alegerea modalitiitii de reprezentare a pozitiei celor 8 regine pe
tabla de sah.



® Solutia imediatd este aceea a reprezentarii tablei cu ajutorul unei matrice t de
dimensiuni 8x8, dar o astfel de reprezentare conduce la operatii greoaie si
complicate de determinare a campurilor disponibile.

® Pornind de la principiul ca de fiecare data trebuiesc utilizate reprezentarile directe
cele mai relevante si mai eficiente ale informatiei, in cazul de fatd nu se vor
reprezenta pozitiile reginelor pe tabla de sah ci faptul ci o regind a fost sau nu
plasatd pe un anumit rand sau pe o anumitd diagonala.

® Stiind ca pe fiecare coloanad este plasatd o singurd regind, se poate alege
urmatoarea reprezentare a datelor [5.4.3.b].

{Problema celor 9 regine - definirea structurilor de date}
VAR x: ARRAY([1..8] OF integer;
a: ARRAY[1..8] OF boolean;
b: ARRAY [bl..b2] OF boolean; [5.4.3.b]
c: ARRAY[cl..c2] OF boolean;
/*{Problema celor 9 regine - definirea structurilor de date */
int x[8];
int y[8]; /*[5.4.3.b]*/

boolean b[b2];
boolean c[c2];

® Presupunand cd regina i se plaseaza in pozitia (i, ) pe tabla de sah, semnificatia acestei
reprezentari apare 1n secventa [5.4.3.c].

l:= j precizeazd locul j al reginei in coloana i

j]:= true nici o regind nu amenintd randul j [5.4.3.c]

]:= true nici o regind nu amenintd diagonala / k

]:= true nici o regind nu amenintd diagonala \ k

x[1]=] precizeaza locul j al reginei in coloana i

al[jl=true nici o regina nu ameninta réandul j

/*[5.4.3.c1*/

b[k]=true nici o regina nu ameninta diagonala / k

cl[k]l=true nici o regina nu ameninta diagonala \ k

® Se precizeaza cd pe tabela de sah existd 15 diagonale / (inclinate spre dreapta) si 15
diagonale \ (inclinate spre stanga).

® (Caracteristica unei diagonale / este aceea ca suma coordonatelor i si j pentru oricare cAmp
care ii apartine este o constanta,

® Pentru diagonalele \ este caracteristic faptul ca diferenta coordonatelor i si j pentru oricare
camp este o constanta.

® in figura 5.4.3.a apar reprezentate aceste doua tipuri de diagonale.

®  Dupd cum se observd, pentru diagonalele / sumele i+7 sunt cuprinse in domeniul
[2,16]

® [ar pentru diagonalele \ diferentele apartin domeniului [-7, 7].
® Aceste considerente fac posibild alegerea valorilor limitelor b1, b2, c1, c2 pentru indicii

tabelelor b si ¢ [5.4.3.b].

cl=0, c2=14.
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Fig.5.4.3.a. Categorii de diagonale in problema celor 8 regine

® Pentru bl si b2 s-au ales chiar limitele intervalului in care sumele indicilor iau
valori,

® [ntervalul in care iau valori diferentele indicilor a fost translatat cu valoarea 7 spre
dreapta pentru a obtine valori pozitive pentru indicele de acces in tabela c.

® (u alte cuvinte, accesul in tabloul b destinat evidentei diagonalelor / se realizeaza
prin b[i+7]

® Jar accesul in tabloul c destinat evidentei diagonalelor \ prin c [i-3+7].
® [Initial, locatiile tablourilor a, b si c se pozitioneaza pe true.

® (Cu ajutorul acestor reprezentari afirmatia *plaseazd regina pe pozitia
(i,73), i fiind coloana proprie, devine [5.4.3.d]:



x[11=]; aljl=false; bl[it+jl=false; /*[5.4.3.d]1*/
c[i-j+7]=false
2 ——————
*/

/*ia regina*/
/*[5.4.3.el1*/
aljl=true; bl[it+jl=true; cl[i-j+7]=true

® (Conditia *sigurd este indeplinita daca campul (i, ) destinatie apartine unui rand si unor
diagonale care sunt libere (true), situatie ce poate fi exprimatd de urmatoarea expresie logica
[5.4.3.1]:

/*sigura*/

alj]l && bli+]] && cl[i-j+7] /*[5.4.3.f1*/

{Problema celor 8 regine - determinarea unei solutii Varianta
finald}

PROGRAM Reginel;
{gdseste o solutie a problemei celor 8 regine}

VAR i: integer; g: boolean;

a: ARRAY[1..8] OF boolean;
b: ARRAY[2..16] OF boolean;
c: ARRAY[(0..14] OF boolean;
x: ARRAY[1..8] OF integer;

PROCEDURE Incearca(i: integer; VAR g: boolean);
VAR j: integer;
BEGIN
Jj:= 0;
REPEAT
j:= j+1; g:= false;
IF a[j] AND b[i+j] AND c[i-j+7] THEN
BEGIN
x[i]l:= 7j; [5.4.3.9]
aljl:= false; b[itj]:= false;
c[i-j+7]:= false;
IF i<8 THEN
BEGIN
Incearca(i+l,q);
IF NOT g THEN
BEGIN
aljl:= true; b[it+t]j]:= true;
c[i-j+7]:= true



END

END
ELSE

g:= true

END

UNTIL g OR (j=8)

END; {Incearca}

BEGIN {programul principal}

FOR i:=1 TO 8 DO a[i]:= true;
FOR i:=2 TO 16 DO b[i]:= true;
FOR 1i:=0 TO 14 DO c[i]:= true;
Incearca(l,q);
IF g THEN
FOR i:=1 TO 8 DO Write(x[i]);
Writeln
END.
/* ________________________________________________________ */

#include <stdio.h>

/*gaseste o solutie a problemei celor 8 regine*/

typedef unsigned boolean;

#define true (1)
#define false (0)

int i; boolean g;
boolean a[8];
boolean b[15];
boolean c[15];
int x[8];

void incearca (int i,

{
int j;
j=0;
do {
J=3+1;

if (al[j-1
x[i-1]=73;

alj-1

bl

c

if (i<8){

boolean* q)

*g=false;
] && b[i+]-2]

&& c[i-J+71){

l=false;
i+j-21=
[i-7+7]=

false;
false;

incearca(i+l,q);

if

}
}

else

(t*ag) |
al[j-l]l=true;
bl[i+j-2]=true;
cl[i-j+7]=true;

*g=true;

}
} while (! (*q |
} /*Incearca*/
int main (int argc,

[ (3==8)));

const char* argvl[])

{ /*programul principal*/

i=1; i <= 8§;

for( i=1;
printf ("%1
printf ("\n");

i <=8;

it++)

i++)

i++)
", ox[1-11);

/*[5.4.3.g91*/



® Solutia determinata de program este x =(1,5,8,6,3,7,2,4) si apare reprezentatd grafic
in figura 5.4.3.b.
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Fig.5.4.3.b. Solutia problemei celor 8 regine

5.4.4. Determinarea tuturor solutiilor unei probleme (n,m). Generalizarea
problemei celor 8 regine

® Modelul de determinare a unei solutii pentru o problema de tip (n, m) poate fi usor extins
pentru a determina toate solutiile unei astfel de probleme.

® Pentru aceasta este necesar ca generarea pasilor care construiesc solutia sa se facad intr-o
maniera ordonata ceea ce garanteaza ca un anumit pas nu poate fi generat decat o singura
data.

® Acecasta proprietate corespunde cautarii in arborele de apeluri, intr-o maniera sistematica,
astfel incat fiecare nod sa fie vizitat o singura data.

® De indata ce o solutie a fost gasita si inregistrata, se trece la determinarea solutiei urmatoare

® Schema generald de principiu derivata din [5.4.2.a], care rezolva aceasta problema apare in
[5.4.4.a].

® in mod surprinzitor, gisirea tuturor solutiilor unei probleme de tip (n,m) presupune un
algoritm mai simplu decat gésirea unei singure solutii.

{Model pentru rezolvarea unei probleme de tip (n,m) -

determinarea tuturor solutiilor}

Procedura Incearca;
BEGIN
FOR *toate posibilitatile de selectie DO
IF *selectie acceptabild THEN
BEGIN
*inregistreaz-o ca si curentda [5.4.4.a]
IF *solutia incompletda THEN
Incearca *pasul urmator
ELSE
*evidentiazd solutia;



*sterge inregistrarea curentad
END
END; {Incearca}

/* Model pentru rezolvarea uneil probleme de tip (n,m) -
determinarea tuturor solutiilor */

void Incearca()
{
for ( *toate posibilitatile de selectie )
if ( *selectie acceptabila )
{
*inregistreaz-o ca si curenta /*[5.4.4.a]*/
if ( *solutia incompleta )
Incearca *pasul urmator
else
*evidentiaza solutia;
*sterge inregistrarea curenta
}

}/*Incearca*/

® (asiin cazul anterior, acest model principial va fi concretizat in doua variante.

® (1) In prima varianta, procedura Incearcal are drept parametru de apel numirul pasului

{Rezolvarea unei probleme de tip (n,m). Determinarea tuturor
solutiilor - Varianta 1}

PROCEDURE Incearcal (i: TipPas);
VAR posib: TipPosibilitate;
BEGIN
FOR posib:= 1 TO m DO
IF acceptabilda THEN
BEGIN
*inregistreaz-o ca si curentd;
IF i<n THEN [5.4.4.D]
Incearcal (i+1)
ELSE
*afiseazd solutia;
*sterge inregistrarea
END
END; {Incearcal}

/* Rezolvarea unei probleme de tip (n,m). Determinarea tuturor
solutiilor - Varianta 1 */

void Incearcal (TipPas 1)
{
TipPosibilitate posib;
for ( posib=1 pana la m )
if ( acceptabila ) {
*inregistreaz-o ca si curenta;
if ( i<n ) /*[5.4.4.b]*/
Incearcal (i+1)
else
*afiseaza solutia;
*sterge inregistrarea
}

}/*Incearcal*/



® (2) in cea de-a doua varianti, procedura Incearca?2 are drept parametru de apel o
posibilitate de selectie

® (Constructia solutiei se realizeaza apeland recursiv procedura pe rand pentru
fiecare posibilitate in parte. [5.4.4.c].

{Rezolvarea unei probleme de tip (n,m). Determinarea tuturor
solutiilor - Varianta 2}

Procedura Incearca?2 (posib: TipPosibilitate);
BEGIN
IF *acceptabila THEN
BEGIN
*inregistreaz-o ca si curentd;
IF *solutie incompleta THEN
BEGIN [5.4.4.c]

Incearca? (Posibilitate;);
Incearca?2 (Posibilitate,) ;

Incearca?2 (Posibilitatey) ;
END
ELSE
*afiseaza solutia
*sterge inregistrarea curenta
END
END; {Incearca?}

{Rezolvarea unei probleme de tip (n,m). Determinarea tuturor
solutiilor - Varianta 2}

void Incearca?2 (TipPosibilitate posib)
{
if ( *acceptabila )
{
*inregistreaz-o ca si curenta;
if ( *solutie incompleta )
{ /*[5.4.4.c]*/

Incearca? (Posibilitatel) ;
Incearca? (Posibilitate?2) ;

Incearca? (Posibilitatem) ;

}
else
*afiseaza solutia
*sterge inregistrarea curenta

}

}/*Incearca2*/

® Pentru exemplificare, se prezintd generalizarea problemei celor 8 regine in vederea
determinarii tuturor solutiilor [5.4.4.d].

{Problema celor 8 regine - determinarea tuturor solutiilor}

PROGRAM OptRegine;
VAR i: integer;

a: ARRAY[1..8] OF boolean;
b: ARRAY[2..16] OF boolean;
c: ARRAY[0..14] OF boolean;
x: ARRAY[1..8] OF integer;

PROCEDURE Afisare;
VAR k: integer;
BEGIN
FOR k:=1 TO 8 DO Write(x[k]):; [5.4.4.d]
Writeln
END; {Afisare}



PROCEDURE Incearca(i: integer);
VAR j: integer;
BEGIN
FOR j:=1 TO 8 DO
IF a[j] AND b[i+j] AND c[i-j+7] THEN
BEGIN
x[i]:= 7j;
aljl:= false; b[it+j]:= false; c[i-j+7]:=
false;
IF i1<8 THEN
Incearca (i+1)
ELSE
Afisare;
al[j]l:= true; b[i+j]:= true; c[i-j+7]:= true
END{IF}
END; {Incearca}

BEGIN {programul principal}
FOR i:=1 TO 8 DO a[i]:= true;
FOR i:=2 TO 16 DO b[i]:= true;
FOR i:=0 TO 14 DO c[i]:= true;
Incearca (1)

END.

/* Problema celor 8 regine - determinarea tuturor solutiilor
#include <stdio.h>

typedef unsigned boolean;
#define true (1)
#define false (0)

int 1i;

boolean al[8];
boolean b[15];
boolean c[15];
int x[8];

void afisare ()

{

int k;
for( k=1; k <=8; k++)
printf ("%1i ", x[k-11); /*[5.4.4.4]1*/

printf ("\n");
} /*Afisare*/
void incearca (int i)

{

int j;
for( j=1; J <=8; Jj++)
if (alj-1] && b[i+]j-2] && cl[i-J+71)
{
x[i-11=3;
al[j-1l]=false; bli+j-2]=false; cl[i-j+7]=false;
if (i<8)
incearca(i+l);
else
afisare();
al[j-1l]=true; bli+j-2]=true; cl[i-j+7]=true;
}/FIEX/
} /*Incearca*/

int main(int argc, const char* argv([])
{ /*programul principal*/
for( i=1; i <= 8; i++) al[i-1]=true;
for( i=2; i <=16; i++) b[i-2]=true;
for( 1i=0; 1 <=14; i++) c[i]=true;



incearca(l) ;
return 0;

Algoritmul prezentat anterior determina cele 92 de solutii ale problemei celor 8 regine.

De fapt, din cauza simetriei existd doar 12 solutii distincte care apar evidentiate in figura
544.a.

1 5 8 6 3 7 2 4
1 6 8 3 7 4 2 5
1 7 4 6 8 2 5 3
1 7 5 8 2 4 6 3
2 4 6 8 3 1 7 5
2 5 7 1 3 8 6 4
2 5 7 4 1° 8 6 3
2 6 1 7 4 8 3 5
2 6 8 3 1 4 7 5
2 7 3 6 8 5 1 4
2 7 5 8 1 4 6 3
2 8 6 1 3 5 7 4
Fig.5.4.4.a. Solutiile problemei celor 8§ regine

5.5. Structuri de date recursive

5.5.1. Structuri de date statice si dinamice

In cadrul capitolului 1 au fost prezentate structurile fundamentale de date: tabloul,
articolul §i multimea.

Ele se numesc fundamentale deoarece:

® (Constituie elementele de bazd cu ajutorul carora se pot forma structuri mai
complexe,

® Apar foarte frecvent in practica.

Scopul definirii tipurilor de date urmat de specificarea faptului cd anumite variabile
concrete sunt de un anumit tip, este:

® (1) De a fixa domeniul valorilor pe care le pot lua aceste variabile,

® (2) De a preciza structura, dimensiunea si amplasarea zonelor de memorie care
le sunt asociate.

Intrucat toate aceste elemente sunt fixate de la inceput de citre compilator, astfel de
variabile si structurile de date aferente lor se numesc statice.

In practica programarii insd existd multe probleme care presupun structuri ale informatiei
mai complicate, a caror caracteristica principald este aceea ca se modifica structural in
timpul executiei programului,

® Din acest motiv aceste structuri se numesc structuri dinamice.

Este insd evident faptul, ca la un anumit nivel de detaliere, componentele unor astfel de
structuri sunt tipuri de date fundamentale.

in general, indiferent de limbajul de programare utilizat, o structuri de date statici este
aceea care ocupa pe toatd durata executiei programului caruia ii apartine, o zond de memorie
fixa, de volum constant.



® (1) Memoria necesara unei structuri statice se rezerva in faza de compilare deci
inainte de lansarea programului.

(2) Se considera statice acele structuri care au volumul efectiv constant

(3) Se considera tot statice acele structuri de date cu volum variabil pentru care
programatorul poate aprecia o margine superioaria a volumului si pentru care se
aloca volumul de memorie corespunzator cazului maxim in faza de compilare.

® [n contrast, o structura de date dinamica este aceea structurd al cirei volum de memorie
nu poate fi cunoscut in faza de compilare deoarece el este functie de maniera de executie a
algoritmului.

® (Cu alte cuvinte acest volum poate sa creascd sau sa descreascd in dependenta de
anumiti factori cunoscuti numai in timpul rularii.

® |n consecintd alocarea memoriei la o structurd dinamicd are loc in timpul
executiei programului.

® [n general, orice variabilid declarata in partea de declarare a variabilelor, cu exceptia celor
de tip secventa, reprezintd o structura statici, pentru care se rezerva o zond de memorie
constantd.

® Prin declararea unei variabile statice se precizeaza numele si tipul ei

® Numele este un identificator prin intermediul céruia programul respectiv
programatorul poate face referire la aceasta variabila.

® Pana in momentul de fatd, singurele structuri dinamice abordate au fost cele de tip
secventa.

® Datorita faptului cd secventele se presupun inregistrate In memorii externe, ele se
considera structuri dinamice speciale si nu fac obiectul prezentului paragraf.

® De fapt atit structurile dinamice cat si cele statice sunt formate in ultimd instantd din
componente de volum constant care se incadreaza Intr-unul din tipurile cunoscute si care sunt
inregistrate integral in memoria centrala.

In cadrul structurilor dinamice aceste componente se numesc de regula noduri.

Natura dinamicd a acestor structuri rezultd din faptul cd numérul nodurilor se poate
modifica pe durata rularii.

®  Atat structurile dinamice cat si nodurile lor individuale se deosebesc de structurile statice prin
faptul cé ele nu se declara si in consecintd nu se poate face referire la ele utilizind numele
lor, deoarece practic nu au nume.

® Referirea unor astfel de structuri se face cu ajutorul unor variabile statice, definite special
in acest scop si care se numesc variabile indicator (pointer).

® Variabilele referite In aceastd maniera se numesc variabile indicate.

5.5.2. Tipul de date abstract indicator
5.5.2.1. Definirea TDA Indicator

® Utilizarea structurilor de date dinamice alaturi de alte aplicatii speciale impun definirea
unui tip special de variabile numite variabile indicator.

® Valorile acestor variabile nu sunt date efective ci ele precizeaza (indicd) locatii de
memorie care memoreaza date efective.

® (u alte cuvinte, valoarea unei astfel de variabile indicator reprezintd o referinti la o
variabila de un anumit tip precizat, numita variabila indicata.

® Pentru a preciza natura unor variabile indicator, s-a introdus un nou tip de date abstract i
anume tipul de date abstract indicator.

® Descrierea de principiu a unui astfel de tip apare in [5.5.2.a].

TDA Indicator

Modelul matematic: Constd dintr-o multime de valori care
indica adresele de memorie ale unor variabile numite
indicate, apartindnd unui tip specificat. Aceastad multime
de valori cuprinde si indicatorul vid care nu indica nici
o variabila.



Notatii: p,g - variabile de TipIndicator;
e - variabila de TipIndicat;
b - valoare booleana. [5.5.2.a]

Operatori:

New (p) - procedurd care alocd memorie pentru o
variabild indicatd si plaseazd valoarea adresei
de memorie (indicatorul) in variabila p;

p= Alloc (Type,dimension) ;

Dispose (p) - procedurd care elibereazd zona de
memorie (locatia) corespunzdtoare variabilei
indicate p;

Free (p) ;

MemoreazdIndicator (p,q) - copiazd indicatorul p in g;

MemoreazaValoareIndicatd (p,e) - copiazd valoarea
lui e in zona (locatia) indicata de p;

e:=FurnizeazaValoareIndicata (p) - functie care
returneaza valoarea memoratd in zona (locatia)
indicatada de p;

b:=IndicatorIdentic(p,q) - functie booleand ce
returneaza valoarea true dacd p=qg, adicada cele
doud variabile indicator indicd aceeasi locatie
de memorie.

Tipul de date abstract indicator poate fi implementat in mai multe moduri.

In continuare se prezinta dous astfel de modalititi, una bazata pe pointeri si o a doua bazati
pe cursori.

5.5.2.2. Implementarea TDA Indicator cu ajutorul tipului pointer

® Dupa cum se cunoaste, variabilele pointer, sunt variabile statice obignuite care se declara
ca orice alta variabila.

® FElementul particular al acestor variabile este faptul ca ele se declara de tip pointer.
® inainte de a preciza acest tip, se va clarifica semnificatia variabilelor pointer.

® Valoarea unei astfel de variabile este de fapt o adresd de memorie care poate fi
adresa unei structuri dinamice sau a unei componente a ei.

® [n consecintd, in limbaj de asamblare accesul la variabila indicatd de o variabila
pointer se realizeaza prin adresarea indirecta a celei din urma.

® in limbajele de nivel superior acelasi lucru se realizeazi prin atasarea unor
caractere speciale numelui variabilei pointer in dependentd de limbajul utilizat
[5.5.2.2.a].

//Precizarea unei variabile indicate
VariabilaIndicata = *VariabilaPointer [5.5.2.2.a]

® in plus, in limbajul C s-a definit operatorul & care se permite determinarea adresei unei
variabile indicate si a fost dezvoltatd o aritmetica speciald a pointerilor.

® O regula deosebit de importanta stabileste ca, spre deosebire de un limbaj de asamblare, n
limbajele de nivel superior se stabileste o legatura fixa intre orice variabild pointer si
tipul variabilei indicate.

® (O variabild pointer data se refera in mod obligatoriu la o variabilad indicata de un
anumit tip.

® Aceasta restrictic mareste siguranta in programare si constituie o deosebire netd Intre
variabilele pointer definite in limbajele de nivel superior si adresele obisnuite din
limbajele de asamblare.

NAN A

® Un tip pointer se defineste precizand tipul variabilei indicate precedat de caracterul in

N

Pascal respectiv caracterul "*" in limbajul C [5.5.2.2.b].

//Definirea unui tip pointer - varianta C
tip indicat *variabila pointer; (C) [5.5.2.2.0]



® in limbajul C aceasti restrictie poate fi evitata utilizind tipul generic void care permite
declararea unui pointer generic care nu are asociat un tip de date precis.

® Alocarea sau eliberarea memoriei unei structuri dinamice in timpul rularii cade in
competenta programatorului si se realizeaza cu ajutorul unor operatori standard specifici
dependenti de limba;.

® Pentru exemplificare 1n secventele urmatoare se prezinta implementarea TDA Indicator in
limbajele Pascal respectiv C

® [mplementdrile sunt realizate prin intermediul unor operatori definiti la nivelul
limbajului.

//TDA Indicator - implementare C

tip indicat *p,*qg,e;
int b; [5.5.2.2.e]

p=malloc (sizeof (tip indicat)); {New(p) }

free (p) ; {Dispose (p) }

p:= q; {MemoreazaIndicator (p,q) }

*pi= e; {MemoreazaValoareIndicata(p,e) }
e:= *p; {e:=FurnizeazaValoareIndicata (p) }
b= (p==q) ; {b:=IndicatorIdentic(p,q) }

5.5.2.3. Implementarea TDA Indicator cu ajutorul cursorilor

® Daca in limbajele care definesc tipul pointer (referinta), implementarea TDA Indicator
este imediata §i realizata chiar la nivelul limbajului, in limbajele care nu dispun de aceasta
facilitate sau in situatii speciale, implementarea acestui tip de date se poate realiza cu
ajutorul cursorilor.

® Un cursor este o variabila intreaga utilizata pentru a indica o locatie intr-un tablou de
variabile indicate.

® (a si metodd de conectare, un cursor este perfect echivalent cu un peinter cu
deosebirea ca el poate fi utilizat in plus si in limbajele care nu definesc tipul
referinta.

® [Interpretand valoarea unei variabile intregi ca si un indice intr-un tablou, in mod
efectiv acea variabild va indica locatia respectiva din tablou.

® Cu ajutorul acestei tehnici, pot fi implementate practic toate structruile de date care
presupun inlantuiri, dupa cum se va vedea in capitolele urmatoare.

® FEste insd evident faptul cé sarcina gestionarii zonei care se alocd dinamic revine
exclusiv programatorului, cu alte cuvinte utilizatorul trebuie sa-si dezvolte proprii
operatori de tip New - Dispose respectivalloc - free

5.5.3. Structuri de date recursive

® in cadrul paragrafelor acestui capitol, pani in prezent, recursivitatea a fost prezentati ca o
proprietate specifica algoritmilor, implementatd in forma unor proceduri care se apeleaza
pe ele insele.

® [n cadrul acestui paragraf se va prezenta extinderea acestei proprietati si asupra
tipurilor de date In forma asa-numitelor "structuri de date recursive".

® Prin analogie cu algoritmii, prin structura de date recursiva se intelege o structurad care
are cel putin o componenta de acelasi tip ca si structura insasi.

® Si in acest caz, definitiile unor astfel de tipuri de date pot fi recursive in mod direct sau in
mod indirect (vezi &5.1).

® (el mai simplu exemplu de structurd recursiva il reprezinta lista inlantuita simpla a carei
definire formala apare in [5.5.3.a].



/* Exemplu 1 de structurd de date recursivd - structura listd
inldntuita */

typedef struct {
tipinfo info; /*[5.5.3.a]*/
tiplista urm; /*incorect*/

} tiplista;

® Un alt exemplu de structurd recursiva este arborele genealogic al unei persoane, adica
structura care precizeaza toate rudele directe ascendente ale persoanei in cauza.

® O astfel de structura poate fi definitd ca si un articol cu trei componente, prima
reprezentand numele persoanei, celelalte doud fiind arborii genealogici ai
parintilor.

® Acecasta se exprima formal astfel [5.5.3.b]:

/* Exemplu 2 de structura de date recursivd - arborele
genealogic al unei persoane */

typedef struct {
char* nume; /*[5.5.3.b]*/
tipgenealogie tata, mama; /*incorect*/
}tipgenealogie;

® Datoritd campurilor urm respectiv tata si mama, care au acelasi tip ca §i structura
insasi, tipurile definite sunt recursive.

® Se face precizarea ca definitiile de mai sus nu sunt corecte, deoarece se utilizeaza
identificatorii TipLista repectiv TipGenealogie inainte de a fi complet definiti
(utilizarea unui tip in curs de definire).

®  Acest neajuns va fi remediat ulterior.
® Se constatd usor cé cele doua tipuri definesc structuri infinite.

® Aceasta este o consecintd directd a recursivitatii respectiv a faptului cd exista
campuri de tip identic cu cel al structurii complete.

® Este Insd evident ca 1n practicd nu se pot prelucra structuri infinite.
® [n realitate nici listele nici arborii genealogici nu sunt infiniti.

® [n cazul arborilor genealogici spre exemplu, urmarind suficient de departe
ascendenta oricarei persoane se ajunge la stramosi despre care lipseste informatia.

® Tinand cont de aceasta, se va modifica definitia tipului TipGenealogie astfel:

® Daca se ajunge la o persoand necunoscuta atunci structura va contine un
singur camp notat cu 'XX',

® [n orice alt caz structura contine trei campuri conform definitiei
anterioare.

® in figura5.53.a se poate urmiri o structuri de TipGenalogie
conform definitiei modificate.

ADAM XX

STEFAN

XX

PETRU
XX
MARIA

EVA XX

Fig.5.5.3.a. Exemplu de structurd de date recursiva



® Cu privire la tipurile de date recursive se precizeaza in general cid pentru a evita structuri
infinite, definitia tipului trebuie sd contind o conditie, de care depinde prezenta efectiva a
componentei (sau a componentelor) recursive.

® (asiin exemplul de mai sus, in anumite conditii, componentele avand acelasi tip ca si
structura completd, pot sa lipseasca. In acceptiunea acestor conditiondri pot exista
structuri recursive finite.

®  Structurile recursive pot fi implementate in limbajele de programare avansate numai in
forma unor structuri dinamice.

® Prin definitie, orice componenta care are tipul identic cu structura completa, se inlocuieste
cu un pointer care indica acea componenta.

® in secventele [5.5.3.c,d] apar pentru exemplificare definiri ale structurii recursive
TipGenealogie in variantd Pascal respectiv C.

// Structura de date recursiva - arborele genealogic al unei

persoane

struct genealogie {
char *nume; [5.5.3.d]
struct genealogie *tata, *mama;

® Dupid cum s-a precizat, in anumite conditii, 0 componentd poate si lipseascd dintr-o
structura recursiva.

® [n acest scop, multimea valorilor oricarui tip referintd se extinde cu referinta vida (pointer
nul) care nu se refera la nici o variabila indicata.

® Acest pointer se noteazd cu NIL respectiv NULL, el apartinand prin definitie
oricarui tip referinta.

® Absenta unei componente recursive se va indica asignand pointerul referitor la
aceastd componenta cu referinta vida.

® (u aceste precizari, structura recursiva din figura 5.5.3.a poate fi reprezentatd ca in si in
figura 5.5.3.b.

PETRU 9 0

| 1

STEFAN ° NIL MARIA NIL q
| P
ADAM NIL | NIL EVA NIL NIL
Fig.5.5.3.b. Implementarea unei structuri de date recursive

5.6. Rezumat

e O definitie recursiva se se refera la un obiect care se defineste ca parte a propriei sale
definiri.

e In programare recursivitatea este strans legati de iteratie si se refera la auto apelarea unui
subprogram de cétre el insusi. Existd recursivitate directa si indirecta.

e Implementarea recursivitatii intr-un limbaj de programare presupune un mecanism
specializat de salvare in stiva a contextului subprogramului recursiv.

e Recursivitatea se utilizeaza cu predilectie la implementarea algoritmilor care se bazeaza pe
definitii recursive: calculul factorialului, numerele lui Fibonacci, algoritmul lui Euclid.

e Orice algoritm recursiv se poate implementa si in variantd iterativa. Existd doud cazuri
denumite recursivitate de sfarsit care se poate transforma imediat in iteratie (vezi calculul



factorialului) si recursivitate normala care presupune rezolvarea de catre programator a
salvarii contextelor intr-o stiva anexa.

Recursivitatea se poate utiliza cu mare succes la unele categorii de algoritmi cum ar fi
algoritmii de divizare (exp. Determinarea extremelor unui vector), algoritmii de
reducere (exp. Determinarea permutirilor a n numere naturale) si algoritmii care
determina toate solutiile de rezolvare ale unei probleme (exp. Sectionarea firului).
Structurile de date pot fi statice sau dinamice. Pentru implementarea structurilor de date
dinamice se defineste TDA indicator. Cea mai cunoscuta implementare a TDA indicator o
reprezinta pointerii.

O structura de date recursiva este o structurd de date care are cel putin o componenta de
acelasi tip cu structura insasi.

Structurile de date recursive se pot implementa numai in forma unor structuri de date
dinamice. Astfel, prin definitie, orice componenta care are tipul identic cu structura
completa se inlocuieste cu un pointer care indici acea componenta.

5.7. Exercitii

Ce este o definitie recursiva? Dati exemple de definitii recursive.

Care este diferenta dintre iteratie si recursivitate in activitatea de programare? Explicati
mecanismul de implementare al recursivitatii.

Cum se poate elimina recursivitatea? Explicati mecanismul eliminarii recursivitatii in cele
doua variante.

Implementati varianta recursiva si varianta iterativa a calculului factorialului $i a calculului
sirului numerelor lui Fibonacci. Testati functionalitatea lor pentru diferite valori ale lui n.

Implementati varianta recursiva a algoritmului lui Euclid. Testati functionalitatea lui pentru
diferite valori ale lui m si n.

Ce este un algoritm de divizare? Prezentati structura de principiu a unui astfel de algoritm.
Cunoasteti vreun algoritm care se incadreaza in aceasta categorie?

Care este principiul functionarii algoritmilor de reducere? Realizati o implementare a
algoritmului de determinare a tuturor permutarilor a n numere date.

Care este principiul de functionare al algoritmului pentru determinarea tuturor solutiilor
unei probleme. Extindeti problema tdierii firului la bucati de lungime 1,2,3 si 4.

Redactati un program C care:
o Citeste de la tastatura elementele unei matrici care materializeaza un labirint

o Cauti si afiseaza toate drumurile de iesire din labirint

Obs. Programul va utiliza cate o procedura pentru citirea respectiv afisarea matricii labirint

10. Care este diferenta dintre o structura de date statica $i o structurad de date dinamica?

11. Definiti TDA indicator. Exemplificati implementarea lui in limbajul de programare C.

12. Ce este o structurd de date recursiva. Precizati modalitatea de definire a structurilor de

date recursive. Dati un exemplu.
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