O functie nu poate returna intr-un caz o valoare de un tip si alteori o valoare de alt tip.
Limbajele C si ML sunt static tipizate: tipul valorii asociate unui identificator (nume) poate fi
determinat static, la compilare, inainte de a rula programul. In C, tipurile trebuie date explicit
(pentru variabile, parametri, rezultate de functie). In ML, ele pot fi deduse de compilator.
Tipizarea statica ne obliga ca valoarea returnata de o functie sa fie in toate cazurile de acelasi tip.
In C, tipul e declarat inaintea numelui functiei. In ML, de exemplu, dacd am scris pe o ramura
| [1 -> 0 inseamna ca functia trebuie sd returneze intotdeauna un intreg, si nu putem
scrie pe alta ramura | h :: t -> h :: f (n-1) t, pentru ca aici se returneaza o lista.

Valoarea returnata de o functie trebuie sa fie de tipul cerut in problema.

Problemele de examen cereau sa se returneze: o valoare dintr-o lista, un numar de elemente dintr-o
lista, o lista, o pereche de liste, sau doar sa tipareasca. Toate acestea sunt tipuri diferite. Unii din voi
au scris pentru trei probleme diferite acelasi tipar: | 0 -> [, sau | [0 ->o0.
Dupéa cum am discutat inainte, asta determina tipul functiei in toate cazurile. O functie Inceputa
cu primul tipar va returna intotdeauna o lista, deci e incorecta pentru o problema care nu cere liste.
Numdrul de elemente si un element nu pot fi comparate pentru ca lista s-ar putea sa nu fie de numere.

Valoarea () inseamna “nimic” si e unica valoare de tipul unit. Este valoarea returnata de toate
functiile de tiparire (folosite pentru efectul lor, nu pentru valoarea returnata). O functie cu tiparul

| [0 -> () trebuie s returneze () in toate cazurile, deci nu va avea vreo valoare utila.

O exceptie si un mesaj de eroare nu sunt acelasi lucru.

Unele functii nu au valori definite pentru toate argumentele. Functia List.hd care d& primul
element al unei liste nu poate returna o valoare pentru lista vida. In aceste cazuri, functia genereaza
o exceptie (in cazul dat, Failure "hd", unde Failure e o exceptie predefinita, cu un argument sir).
Exceptia incheie executia functiei, fard a returna un rezultat, si poate fi tratata in fragmentul de
program care a apelat functia. A returna sau a tipari un mesaj de eroare nu este acelasi lucru, ci
reprezintd in continuare un rezultat, care determina tipul functiei (in toate cazurile). Daca scriem

| [1 -> "eroare lista vida", functia e obligata sa returneze tot timpul un sir. Scriind

| [1 -> print_string "eroare lista vida", functia poate returna doar () (rezultatul
tiparirii). In ambele cazuri, functia nu mai poate returna pe cealalta ramura primul element al listei.
Pentru aceasta ne trebuie ezceptiile, care se pot folosi indiferent de tipul functiei. Scriem:

| [0 -> raise (Failure "lista vida"), sau folosim functia faiwith care genereaza
aceeasi exceptie: | [0 -> failwith "lista vida".

In limbajele functionale pure nu avem atribuiri.

Unii din voi au scris cod de genul ... -> cnt = cnt + 1; preorder cnt ..., incercand sa
modifice cnt prin atribuire. In limbajele functionale pure nu exista si nu avem nevoie de atribuire.
Ceea ce vrem e sa folosim mai departe o noua valoare. Pentru aceasta, e suficient s dam noua valoare
ca parametru: ... preorder (cnt + 1) ... Daca valoarea respectiva va fi folosita de mai multe ori,
putem sa ii dam un nou nume: cntl = cnt + 1 printf "%d" cntl; preorder cntl

O relatie nu e doar o pereche.

O relatie binara intre A si B e o submultime R C A x B a produsului cartezian A x B. Deci, R e o
multime de perechi. (a,b) e o pereche, nu o relatie, dupa cum 5 e un intreg, nu o multime de intregi.
(a,b) poate fi un element dintr-o relatie: (a,b) € R, uneori notat R(a,b), si chiar singurul element din
acea relatie: R = {(a,b)}. Dar nu putem scrie R = (a,b). R e o multime, (a,b) e o pereche.

Reflexivitatea, simetria, tranzitivitatea sunt definite pentru relatii binare pe o multime (A = B).
(¢c,b,a) e doar tripletul (a,b,c) scris in ordine inversa. Nu are nicio legatura cu o relatie binara (si deci
nici cu una simetrica, chiar pe o multime de 3 elemente), pentru ca relatia binara contine perechi.

Exista multimi infinite numarabile si nenumarabile.

Multimea numerelor naturale e infinita si numarabild (e chiar punctul de referinta pentru a defini
multimi numarabile). Multimea numerelor reale e infinita si nenumarabila.

Afirmatii de genul: “Multimea e infinita, deci nenumarabila”, sau “Orice multime este finita =
este si numarabila” pun grave semne de intrebare privind abilitatea de a rationa logic.



O afirmatie nu se demonstreaza doar enuntand definitia.
Considerati afirmatiile (din lucrarile de examen):
a) Multimea vectorilor de intregi e numarabild pentru ca are cardinalul egal cu cardinalul unei
submultimi a numerelor naturale.
b) Multimea vectorilor de intregi e nenumadarabild pentru ca nu are cardinalul egal cu cardinalul unei
submultimi a numerelor naturale.

“Are cardinalul egal cu ...” si “nu are cardinalul egal cu ...” sunt doua afirmatii (contradictorii).
Ele sunt facute luand definitia unei multimi numarabile si afirmand fard niciun argument ca in
acest caz conditia din definitie e indeplinita (respectiv nu). Niciuna din afirmatii nu e demonstratd.
Nu avem nicio baza care sa sustind vreuna din ele.

Pentru un alt exemplu, putem afirma pentru numarul
Nn=1522605027922533360535618378132637429718068114961380688657908494580122963258952897654000350692006139 :
(a) n e compus, fiindca e produs de doi factori >1; (b) n e prim, fiindca nu e produs de doi factori >1
V& convinge vreuna din afirmatii? Puteti spune care din ele e adevarata ?

Ambele afirmatii incearca sa aplice o definitie (pentru numar compus, resp. prim). Nicicare afirmatie
nu demonstreaza ca e adevaratd conditia din definitie. Pentru (a) ar trebui scris efectiv n ca produs
a doud numere. Pentru (b) ar trebui verificat ca niciun numar intre 1 si n nu divide pe n. In fapt, avem
n=37975227936943673922808872755445627854565536638199 x 40094690950920881030683735292761468389214899724061.

In problema din examen, multimea vectorilor de numere intregi e intr-adevar numarabila. Unii au
argumentat ca numaram intai vectorii de lungime 1, apoi cei de lungime 2, etc. Intuitia e partial buna,
dar deja vectorii de lungime 1 sunt in numar infinit (corespund la multimea numerelor intregi), deci
nu putem sa-i enumeram pe toti intai. Putem gasi insa o alta ordine de numarare bazata pe aceeasi
intuitie de a numara intai vectorii “mici”: pentru un vector v = (ay, ag,...,ax) definim o masura care
tine cont si de lungimea vectorului, si de marimea elementelor: m(v) = k+ |ai|+. ..+ |ax|. Exista un
numar finit de vectori de masura n: lungimea si valoarea absoluta a fiecarui element sunt cel mult n.
Deci putem enumera toti vectorii de intregi in ordine crescatoare a masurii.

O alta varianta ar fi sa demonstram intai ca vectorii de k intregi sunt numarabili, ceea ce se face
usor prin inductie, asimiland un vector de lungime k£ + 1 cu o pereche dintr-un vector de lungime k si
incad un numar, si aplicand acelasi argument ca la numerele rationale. Apoi avem o insiruire numarabila
(dupa lungimea k a vectorului) de multimi numarabile, care e numarabila (folosind aceeasi constructie
diagonala ca pentru numerele rationale).

”

Echivalenta e o implicatie in ambele sensuri.

A: Oricine a picat un examen a trecut un examen. B: Nimeni nu a picat toate examenele.

Multi au afirmat: “Cele doua afirmatii sunt echivalente pentru ca daca cineva a picat un examen
atunci a si trecut unul deci nu a picat toate examenele.”. Asta aratd (informal) doar ca A — B.
Pentru ca afirmatiile sa fie echivalente, trebuie aratat si B — A.

Doua afirmatii NU sunt echivalente pentru ca implica acelasi lucru.

Unii au afirmat “Propozitiile sunt echivalente deoarece ambele implica aceeasi concluzie”. Acesta e
un rationament fals! Cu aceasta “regula” de deductie am putea demonstra ca doua afirmatii arbitrare
sunt echivalente, deoarece fiecare din ele implica true ! Ca un alt exemplu, fie afirmatiile z = 2 si
x = 3. Ambele implica faptul ca z e pozitiv. Evident, ele nu sunt echivalente, dimpotriva, se contrazic!

O definitie trebuie sa fie precisa.

O definitie trebuie sa fie neambigua, trebuie sa fie clar si precis ce inseamna, ce corespunde definitiei
si ce nu. Pentru aceasta, definitia trebuie exprimata riguros, matematic, folosind notiunile de baza
invatate: multimi, functii, relatii, formule logice, etc. Nu putem spune doar “o interpretare e incercarea
de a da un inteles unei formule”. Nici “un automat e ceva care trece din stare in stare”. Nu e suficient
nici macar sa spunem “are o functie de tranzitie”, e esential s& definim care e forma acelei functii:
dacad § : S x ¥ — S, automatul e determinist (pentru orice pereche de stare si simbol de intrare,
starea urmatoare e unic determinata de functia de tranzitie); daca 6 : S x ¥ — P(S), e nedeterminist
(pentru orice stare si intrare, functia permite o multime de stari urmatoare); chiar si masina Turing
are o functie de tranzitie si “trece din stare in stare”, dar nu e un automat finit.



Lucrand mecanic, riscati sa va indepartati de solutie.

Forma normald conjunctiva are afara A si inauntru V. Aplicdnd distributivitatea a A (b V ¢) =
(a Ab) V (a A c) insa transforma o formula care e in forma dorita intr-o formula care nu mai e!

Deci, daca avem b — (a A (¢ = d)) = =bV (a A (—c V d)) vrem sa distribuim pe V, nu pe A:
(=bVa)A(=bV -cVd),si am terminat!

Altfel, ne complicam (si riscul de a gresi creste): =bV (a A (mcV d) ==bV ((aA—-c)V (aAd))
=((=bVa)A(=bVe)V(and)=(((mbVa)A(=bVe))Va)A(((-bVa)A(=bVe))Vd)
=(=bVaVva)AN(=bVeVa)A(=bVaVd)A(=bVcVd)

Am obtinut o forma normalad conjunctiva, dar e mult mai complicata. Uitandu-ne cu atentie, vedem
ca prima clauza —b V a e inclusa in a doua, =bV ¢V a si in a treia, =b V a V d, deci prin absorbtie
(pA(pVq) = p) putem elimina clauzele 2 si 3, ajungand, mult mai greu, la acelasi rezultat ca inainte.

Gramaticile genereaza doar siruri de terminale.
O problema cerea sa se scrie sirurile de lungime < 3 generate de gramatica S ::= AS | ¢, A ::= a | DA.
O gramatica defineste un limbaj format din siruri de terminale (care se obtin din simbolul de start
aplicand regulile gramaticii). Deci un raspuns care enumereaza ASc, abA, etc. e din start gresit.
O solutie e sa inlocuim pas cu pas fiecare neterminal dupa fiecare regula (2x2 optiuni pentru AS):
Su=AS|c = aAS|ac|bAAS|bAc|c = .., saeliminam sirurile de lungime > 3 (bAAS,
din care fiecare neterminal va genera cel putin o litera), iar pentru sirurile neterminal ramase aAS si
bAc sa remarcam ca trebuie sa ne limitam la productiile care dau o singura litera, obtinand aac si bac.
O solutie mai sistematica e s tratam fiecare simbol in parte: S genereaza AS, apoi AAS, AAAS,
etc. deci A™S cun > 1. Singura productie care se opreste e S ::= ¢, deci obtinem S = A"¢, cu n > 0.
Similar, A genereaza bA, bbA, bbbA, ..., deci b" A cu n > 1. Combinand cu varianta de oprire A ::= a
obtinem A = b*a (un limbaj regulat). Cum A are lungime cel putin 1, in S = A"™c trebuie ca n < 2,
si obtinem: ¢, ac, bac, aac. intreg limbajul e de fapt regulat: (b*a)*c.



