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Teoria grafurilor si stiinta retelelor

Teoria grafurilor.
studiul matematic al grafurilor (reprezentand relatii intre obiecte)

De aici a evoluat
stiinta retelelor (network science): studiul retelelor complexe:
de calculatoare, telecomunicatii, energie, biologice, sociale...

“studiul reprezentarilor ca retele a fenomenelor fizice, biologice si
sociale, ducand la modele predictive ale acestor fenomene".
[US National Research Council]



Definitia grafurilor

Informal, un graf reprezintd o multime de obiecte (noduri)
intre care existd anumite legaturi (muchii sau arce).

)

Formal, un graf e o pereche ordonatd G = (V,E), unde
V' e multimea nodurilor  si
E (multimea muchiilor) e o multime de perechi (u,v) € V x V

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:6n_graf.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:6n_graf.svg

Grafuri orientate si neorientate

Un graf e orientat daca muchiile sale sunt perechi ordonate

Un graf e neorientat daca muchiile sale sunt perechi neordonate
(nu conteazd sensul parcurgerii)

Imagini: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Directed.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Undirected.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Directed.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Undirected.svg

Grafuri si relatii

Muchiile unui graf formeaza o relatie E C V x V pe multimea
nodurilor.

Un graf neorientat poate fi reprezentat printr-o relatie simetrica
Yu,ve V.(u,v) € E— (v,u) € E

intr-un graf orientat, E e o relatie oarecare
(nu trebuie s3 fie simetricd, dar poate fi)

Reciproc, orice relatie binarad poate fi vazutd ca un graf orientat
pentru (u,v) € E introducem o muchie u — v



Drumuri Tn graf

Un drum (o cale) intr-un graf e o secventd de muchii
care leagd o secventa de noduri xg,...x, cu n >0
astfel ca (x;, xi+1) € E pentru orice i < n.

X0 —> XL —> ... —> Xp—1 — Xp
Putem defini un drum atat in grafuri orientate cat si neorientate
Un drum are un nod initial xp si un nod final x,,.

Lungimea unui drum e numarul de muchii.
in particular, poate fi zero (un nod x, fara niciun fel de muchii)



Drumuri si inchiderea tranzitiva

Drumurile de lungime nenula sunt date de inchiderea tranzitiva a
relatiei E:

o9]
Et=|JEf=EUF*U...
k=1

relatia EX (k > 1) corespunde drumurilor de lungime k

E2=EoE ={(u,v)|3w.(u,w) € EA(w,v) € E}
u—w-—v
E3=FE%20E ={(u,v)|3w.(u,w) € EA(w,v) € E?} etc.

2pasi . /
u—w — vadicau—>w—w —v

Putem deasemenea defini un predicat drum cu proprietatile
Vu,v e V.(u,v) € E— drum(u,v)
Vu,ve V.(3w e V. (u,w) € ENdrum(w,v)) — drum(u, v)



Cicluri in graf

Un ciclu e un drum de lungime nenula in care nodurile de inceput
si sfarsit sunt aceleasi

Adeseori, lucram cu cicluri simple:
cicluri Tn care muchiile si nodurile nu apar de mai multe ori
(cu exceptia nodului initial care e si cel final).



Grafuri si componente conexe

Un graf e conex daca are un drum de la orice nod la orice nod.
(definitie general3, depinde de drum (in graf orientat sau
neorientat)

Pentru grafuri neorientate:

O componenta conexd e un subgraf conex maximal.
deci are un drum intre oricare doua noduri
nu s-ar mai putea adauga alte noduri pastrand-o conexa

Un graf cu n noduri si e muchii are > n — e componente conexe.
Demonstram prin inductie dupa e.

e = 0 = fiecare nod e o component3 conexa.

e > 1: stergem o muchie = obtinem cel mult o component3d in plus

Folositi ca s3 demonstrati: un arbore cu n noduri are n — 1 muchii.



Grafuri orientate: slab conexe si tare conexe

Un graf orientat e slab conex daca are un drum neorientat de la
orice nod la orice nod, si tare conex daca are un drum orientat de
la orice nod la orice nod.

O componentd tare conex3 e un subgraf tare conex maximal.
Componentele tare conexe sunt disjuncte:

relatia R(u, v) : drum(u, v) A drum(v, u) e o relatie de echivalent,
si componentele tare conexe sunt clase de echivalenta.

Graful orientat d|n figurd e slab conex. Are trei componente tare conexe.

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Scc.png


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Scc.png

Determinarea componentelor conexe (graf neorientat)

Componentele conexe sunt clase de echivalentd

orice nod e Tn componenta proprie reflexivitate
undrumdelaulavesidrumdelaviau simetrie
drum(u, v) A drum(v, w) — drum(u, w) tranzitivitate

Determinam componentele conexe parcurgand muchiile grafului:
initial, fiecare nod e Tn propria componenta
pentru o muchie (u, v) unim componentele lui u si v

Putem face asta printr-un algoritm /structurd Union-Find



Union-Find cu dictionare

Fiecare nod e singur sau legat la un nod cu care e echivalent
o padure de arbori cu legaturi de la fiu la parinte
find(element): d3 reprezentantul clasei de echivalentd (radacina)

R PR

2]
&

find(X) = find(Y) union(Y,S)
= find(Z) =Z leagd find(Y') si find(S)



Exemple: hartile ca si grafuri ponderate

Graf ponderat: fiecare muchie are asociatd o valoare numerica
numitad cost (poate reprezenta lungime, capacitate, etc.)

Neamt

Arad L]

118

1 Timisoara

Bucharest

Drobeta []

Craiova Eforie

Hart3 (inexact3) din Russell & Norvig, Introduction to Al



Drumuri Euleriene (in grafuri neorientate)

Def: Gradul unui nod (intr-un graf neorientat) e numarul de
muchii care ating nodul

Un drum eulerian e un drum care contine toate muchiile unui graf
exact o data

Un ciclu eulerian e un ciclu care contine toate muchiile unui graf
exact o data

Un graf conex neorientat are un ciclu eulerian dac3 si numai daca
toate nodurile au grad par.

Un graf conex neorientat are un drum (dar nu si un ciclu) eulerian
daca si numai dacd exact doud noduri au grad impar.
(primul si ultimul nod din drum)



Exemple: Graful fluxului de control (control flow graph)

reprezentarea programelor in compilatoare, analizoare de cod, etc.
nodurile: instructiuni
sau secvente liniare de instructiuni (basic blocks)
muchiile: descriu secventierea instructiunilor (fluxul de control)

X:=a+bh;
y:=a*b;
while (y > a) {

X=a+bh
am=a+1; y=a'b
x:=a+b

} y>a
r \
a=a+1

X=a+bh

http://vinaytech.wordpress.com/2008/10/04/abstract-syntax-tree/


http://vinaytech.wordpress.com/2008/10/04/abstract-syntax-tree/

Exemple: Graful de apel al functiilor (call graph)

Introducem o muchie f — g dacd functia f apeleaza pe g

= graful de apel e ciclic dac3 exista functii (mutual) recursive

gn=
n=20 0 1 +h (n-1)
©
n=0 1 2 x g (n-1)
fn=gn+hn I



Reprezentarea grafurilor

Dac3 identificdm nodurile prin numere (consecutive), putem
reprezenta graful ca matrice patrata

M[i,j] = 1 dac3 exista muchie de la i la j, altfel 0

sau M[i,j] poate contine lungimea/costul muchiei

Reprezentarea prin liste de adiacenta
pentru fiecare nod v, lista/multimea nodurilor v cu muchii (u, v)
putem pdstra lista intr-un dictionar (nod = cheie)



Parcurgerea grafurilor

Parcurgerea in adancime (depth-first)

e o traversare in preordine

dup3 vizitarea nodului se parcurg (recursiv) toti vecinii (dacd nu
au fost vizitati inc3)

ca si cum vecinii ar fi introdusi intr-o stiva

Parcurgerea prin cuprindere (breadth-first)

viziteazd nodurile n ordinea distantei minime de nodul de plecare
(in “valuri” care se dep3rteaza de la nodul de pornire)
nodurile Tnc3d nevizitate se pun intr-o coada



