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Recapitulare
Am revazut: functii (injective, surjective, bijective, inversabile)
Am definit functii intr-un limbaj de programare functional

Functia e datd prin formuld, dar si prin domeniu si codomeniu:
tipuri in limbajele de programare

Tipurile ne spun pe ce fel de valori poate fi folosita o functie



Recapitulare

Am revazut: functii (injective, surjective, bijective, inversabile)

Am definit functii intr-un limbaj de programare functional

Functia e datd prin formuld, dar si prin domeniu si codomeniu:
tipuri in limbajele de programare
Tipurile ne spun pe ce fel de valori poate fi folosita o functie

comp g f x =g (f x);;
val comp: (’a -> ’b) -> (°c -> ’a) -> ’c -> ’b = <fun>
f are tipul ’c => ’a si g are tipul ’a -> ’b
deci domeniul de valori al lui £ e domeniu de definitie al lui g
compunerea are tipul >’c -> ’b  ’a, ’b, ’c pot fi orice tip

Functiile pot avea ca argumente si/sau rezultat alte functii
Prin compunerea functiilor rezolvam probleme mai complexe:

f produce un rezultat, g il prelucreaza mai departe
calculul complet: g o £  (aplicd £, apoi g)



Recursivitate

O notiune e recursiva daca e folositd in propria sa definitie.

Recursivitatea e fundamentala in informatica:
reduce o problem3 la un caz mai simplu al aceleiasi probleme

= 0 unealta simpla si puternicad n rezolvarea problemelor



Calculul expresilor aritmetice

O expresie (putin mai) complicata:

2+3)*(4+2*3)-5*%6/(7-2)+(4+3-2)/(7-3)

Pentru a calcula, trebuie sa intelegem structura expresiei
(nu se vede tot timpul usor intr-un sir de caractere)

E suma a doud subexpresii (+ e calculat ultimul):

2+3)*(4+2*3)-5*%6/(7-2)

+ (44+3-2)/(7-3)

Apoi calculam expresiile mai simple

(2+3)*(4+2*3)-5*%6/(7-2)=44

(44+3-2)/(7-3)=1

44 + 1 = 45

Calculul celor doua subexpresii: dupa aceleasi reguli



O notiune recursiva: expresia

Ce e o expresie numeric3d?
int + int 542

int —int 2-3

int ¥ int -1*4

int / int 7/3

si mai simplu 7 Da: int (5 e un caz particular de expresie)

si mai complicat? Da:
int * (int + int)
(int - int) / int

Putem scrie un numar finit de reguli 7



Expresia, definita recursiv

intreg

expresie + expresie
O expresie: | expresie — expresie

expresie * expresie

expresie / expresie

Am descris expresia printr-o gramatica — detalii in alt curs;
asa se descriu limbajele de programare

Ne intereseaza modul in care sunt structurate calculele, nu sintaxa
concreta, deci nu tratam paranteze, spatii, etc.



O problema nerezolvata: “problema 3-n+ 1"

Fie un numar pozitiv n:
dac3 e par, il impdrtim la 2:  n/2
daca e impar, il inmultim cu 3 si adundm 1: 3-n—+1

F(n) = n/2 dacan=0 mod 2
] 3-n+1 altfel (dacs n=1 mod 2)
Se ajunge la 1 pornind de la orice numar pozitiv ?
= Conjectura lui Collatz (1937), cunoscutd sub multe alte nume
Exemple:

3—+10—5—16—+8—4—2—1
11—-34—17—52—26—13—+40—20—10—5—16—8—4—2—1



Cati pasi pana la oprire?

Vrem s3a definim functia p : N* — N care exprimd numarul de pasi
pana la oprire.

Nu avem o formuld cu care sa definim p(n) direct.

Dar dacd sirul n, f(n), f(f(n)),... ajunge la 1, num3rul de pasi
pornind de la n e cu unul mai mare decat de la f(n):

(n) = 0 dacan=1
PUT=9 1+ p(f(n)) altfel (dacd n > 1)

Functia p a fost definita recursiv: e folosita Tn propria definitie



Problema 3-n+11in ML

fn-= nmod 2 =0 n/ 2 3%xn+ 1

In ML, c el e2 e o expresie (conditionald)
dac3 c e adevarata, are valoarea lui el, altfel valoarea lui e2

pn-= n=1 0 1 +p (f n

Cuvintele cheie introduc o definitie recursiva:.
functia p e folosita (apelatd) in propria definitie



Potrivirea de tipare

p =
Putem scrie aceeasi functie si asa: | 1 >0
| n > 1+ p (f n)

Citim aceasta definitie astfel:

Definim p ca functie, pe urmatoarele cazuri:

— dac3d argumentul e 1, valoarea functiei e 0

— dacd argumentul are orice alta valoare (o notdm n), valoarea
functieie 1 + p (£ n)

Cuvintele cheie si se folosesc diferit!
cu x1 x2 ... —> expresie putem scrie orice expresie
pentru valoarea functiei (si putem avea oricati parametri x1, x2 ...)
cu definim o functie prin potrivire de tipare,
cu un parametru implicit (NU am scris Tet—p-a—=— ci denumim
parametrul Tn stanga lui => pe ramura unde avem nevoie de el

Fiecare ramur3 indic3 rezultatul (in dreapta) returnat dacd
argumentul se potriveste cu tiparul din stanga.



Potrivirea de tipare (cont.)
Argumentul implicit care e potrivit cu tiparul poate fi:
o constantd (aici, 1)
o valoare structurata (pereche, listd cu cap/coads, etc.)
un identificator (nume) care indic3 tot argumentul (oricare ar fi)

Potrivirile se Tncearca Tn ordinea indicata, pana la prima reusita.
Tipizarea puternica permite avertismente dac3 uitam un caz.

Ex.: o functie care ia triplete de Tntregi si dd suma componentelor pana la
primul zero. ldentificatorul special _ se potriveste cu orice:

sumto0 =
| (0, _, J) >0
| (x, 0, ) > x
| (x, y, 2) >x+y+2z
daca prima componenta e 0, rezultatul e 0, indiferent de celelalte

altfel, dacd a doua component3 e 0, adundm doar prima (nu si a treia)
altfel, primele doua sunt nenule, si le sumam pe toate trei

sumtoO (x, y, z) = (* echivalent *)
x=0 0 y=0 X X+y+z



Mecanismul apelului recursiv

In calculul recursiv
Fiecare apel face “in cascadd” un nou apel, pana la cazul de baza

Fiecare apel executa acelasi cod, dar cu alte date
(valori proprii pentru parametri)

Ajunsi la cazul de baz3, toate apelurile facute sunt incad neterminate
(fiecare mai are de facut adunarea cu rezultatul apelului efectuat)

Revenirea se face in ordine invers3 apelarii
(apelul cu indice 0 revine primul, apoi cel cu indice 1, etc.)

In interpretor, vizualizati apelurile si revenirea cu directiva
#trace numefunctie
reveniti la normal cu #untrace numefunctie



Siruri recurente

progresie aritmetica:
Xo=>b (adica: x, = b pentru n =0)
Xn = Xp_1+r pentrun>0

Exemplu: 1,4,7,10,13,... (b=1, r =3)

progresie geometrica:
xo=b (adicd: x, = b pentru n = 0)
Xp = Xp—1-r pentrun>0

Exemplu: 3,6,12,24,48,... (b=3, r = 2)

Definitiile de mai sus nu calculeazd x, direct (desi se poate)
ci din aproape in aproape, folosind x,_1.

sirul x,, e folosit in propria definitie = recursivitate / recurenté‘




Programam: progresia aritmetica

intai o progresie aritmetica cu baza si ratia fixate:
X0 =3, Xnp = Xp—1 + 2 (pentru n > 0)

Notiunea recursiva (sirul) devine o functie

Valorile de care depinde (indicele) devin argumentele functiei

aritpr_3_2 =
| 0 > 3
| n -> 2 + aritpr_3_2 (n-1)

Cum parametrizam functia cu baz3 si ratie ?



Definitii locale in ML

Pana acum: definitii globale: notiune = expresie  adica
identificator = expresie sau
functie paraml ... paramN = expresie

Uneori, sunt utile definitii auxiliare. De exemplu, aria triunghiului

; _ atbt
de laturia, b, ¢ e vp(p—a)(p— b)(p — c) unde p = TE5+<,
In ML, putem scrie

arie a b c =
p=(a+.b+.¢c) /. 2.
sqrt (p *. (p -. a) *. (p -. b) *. (p -. ¢))

Definitia e tot de forma functie argl ... argN = expresie
unde expresie are o noud forma:
notiune = expr_def in expr_val
Aceasta e o expresie cu valoarea data de expr_val, in care numele
definit in stanga lui = (notiune) ia sensul dat in dreapta (expr_def).



Definitii locale (exemplu cu functii)
Putem scrie o functie mai generala cu baza si ratia ca parametri:

aritpr base step = (* ia un indice si da: *)
| 0 -> base
| n -> step + aritpr base step (n-1)

In apelul recursiv, base si step sunt aceleasi, si vedem de dou3d ori
expresia aritpr base step, o functie de 1 argument (indicele).

aritpr base step =

Rescriem cu o definitie local3 apl =
ind functia de 1 ' t | 0 -> base
numind functia de 1 argument: | n —> step + apl (n-1)
apl
E la fel ca aritpr base step = apl, cu apl definit doar loca

Functia ap1 (de intreg) vede parametrii base si step ai lui aritpr
Putem defini apoi functii care corespund unor progresii individuale:

aritpr_3_2 = aritpr 3 2 (* progr. baza 3, ratia 2 *)
aritpr_3_2 4
- : int = 11 (* termenul 4 al progresiei *)



Recursivitate: exemple

Recursivitatea e fundamentala in informatica:
reduce o problema la un caz mai simplu al aceleiasi probleme

] _ un singur element O sir
obiecte: un sir e ) ——
un element urmat de un sir OO0

ex. cuvant (sir de litere); numar (sir de cifre zecimale)

actiuni: un drum e

un pas — drum

un drum urmat de un pas =S
ex. parcurgerea unei cai Intr-un graf



Tipuri recursive

Definim un tip recursiv care sa reprezinte structura unei expresii
(fmpreund cu eventualul operator pentru calcul)

expr =1 int
| A expr * expr | S expr * expr
| M expr * expr | D expr * expr

Am definit un tip cu mai multe variante.
Fiecare din ele trebuie scrisd cu un constructor de tip (etichetd),
ales de noi: I,A, etc. (orice identificator cu literd mare)

Notatia expr * expr reprezintd produsul cartezian,
deci o pereche de doua valori de tipul expr

Tipul expr e recursiv (o valoare de tip expresie poate contine la
randul ei componente de tip expresie)

Expresia (2 + 3) * 5 se reprezintd caM (A(I 2, I 3), I 5)



Evaluarea recursiva a unei expresii

Lucrul cu o valoare de tip recursiv se face prin potrivire de tipare
(engl. pattern matching), pentru fiecare variant3 din tip

eval =
Ii->i1i
A (el, e2) —> eval el + eval e2
S (el, e2) —> eval el - eval e2
M (el, e2) -> eval el * eval e2
D (el, e2) -> eval el / eval e2

Evaludm o expresie de acest tip: eval (M (A(I 2, I 3), I 5))
returneaza 25.

Cand un tip de date e definit recursiv
functiile care 1l prelucreaza vor fi natural recursive
deobicei cu cite un caz pentru fiecare varianta a tipului respectiv



Elementele unei definitii recursive

1. Cazul de bazd (NU necesita apel recursiv)

= cel mai simplu caz pentru definitia (notiunea) datd, definit direct
termenul initial dintr-un sir recurent: xp
un element, in definitia: sir = element sau sir + element

E o EROARE dac3 lipseste cazul de bazd (apel recursiv infinit!)

2. Relatia de recurenta propriu-zisa
— defineste notiunea, folosind un caz mai simplu al aceleiasi notiuni

3. Demonstratie de oprire a recursivitatii dupa numar finit de pasi
(ex. o mdrime nenegativa care descreste cand aplicdm definitia)

— la siruri recurente: indicele (> 0 dar mai mic in corpul definitiei)
— la obiecte: dimensiunea (definim obiectul prin alt obiect mai mic)



Sunt recursive, si corecte, urmatoarele definitii ?

Xnt1 =2+ Xp

Xp = Xp+1 — 3

a"=a-a-...-a(de nori)

o fraza e o Tnsiruire de cuvinte

un sir e un sir mai mic urmat de un alt sir mai mic
un sir e un caracter urmat de un sir

O definitie recursiva trebuie s3 fie bine formata (v. conditiile 1-3)
ceva nu se poate defini doar Tn functie de sine nsusi
se pot utiliza doar notiuni deja definite
nu se poate genera un calcul infinit (trebuie s3 se opreascd)



Fractali

Figuri geometrice Tn care o parte a figurii e similara intregului
acesta e aspectul recursiv

Apar in natura, sau pot simula artificial figuri din natura

Analiza lor are aplicatii in diverse domenii: geografie/geologie,
medicind, prelucrarea semnalelor, electrotehnicd (microantene), etc.
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Exemple simple de fractali


http://mathworld.wolfram.com/Fractal.html

Generarea recursiva a unui fractal

Scriem o functie pentru notiunea recursiva (figura)

Caracteristicile figurii devin parametrii functiei
dimensiunea, pozitia (coordonatele), orientarea, etc.

Apelul functiei va desena figura
(sau va produce comenzile de desenare)



Sa desenam simplu

SVG = Scalable Vector Graphics:
un format de imagine bazat pe XML

Comenzi simple:

m x y (moveto): mutd punctul curent
| x y (lineto): deseneaz3 linie din punctul curent in cel indicat
versiuni cu coordonate absolute (M, L) si relative (m, I)

caz particular:
h x linie orizontal3d (de lungime x)
vy linie verticald (de lungime y)

Structura XML a unui fisier SVG are elemente standard la
inceput/sfarsit



Scrierea/tipdrirea in OCaml

Functii dedicate pentru fiecare tip:
print_int, print_float, print_string etc.

print_int 5
print_float 3.4

Functia de tipdrire formatatd Printf.printf (asemandtor cu C)
Daca o folosim des, deschidem modulul Printf si scriem simplu:

open Printf
printf "un intreg: %d\n" 5
printf "un real %f si inca unul: %f\n" 2.3 4.7

Putem defini atunci:

lineto x y = printf "1 %.2f %,.2f"x y
(tipareste coordonatele cu doud zecimale)
sau mai simplu: lineto = printf "1 7.2f %.2f"



De stiut

S3 recunoastem si definim notiuni recursive

S3 recunoastem dac3 o definitie recursiva e corectd
(are caz de bazd? se opreste recursivitatea?)

S3 rezolvam probleme scriind functii recursive
cazul de baza + pasul de reducere la o problem3 mai simpl3

Sa definim si folosim tipuri recursive



