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Logica sta la baza informaticii

circuite logice: descrise Tn algebra booleand

calculabilitate: ce se poate calcula algoritmic?

metode formale: demonstrarea corectitudinii programelor
inteligenta artificiala: cum reprezentam si deducem cunostinte?

baze de date relationale

etc.



Exemple de specificatii

RFC822: Standard for ARPA Internet Text Messages (e-mail)

If the "Reply-To" field exists, then the reply should go to the
addresses indicated in that field and not to the address(es)
indicated in the "From” field.

Contracte pentru functii in limbaje de programare
Bertrand Meyer, Eiffel, 1986; acum in mai toate limbajele
incl. pentru Cn anul 1, http://c0.typesafety.net

log( X)
//Q@requires x >= 1;
//Q@ensures \result >= 0;
//@ensures (1 << \result) <= x;


http://c0.typesafety.net

Din istoria logicii

Aristotel (sec.4 T.e.n.): primul sistem de logicd formald (riguroasd)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1714): logicd computationald
rationamentele logice pot fi reduse la calcul matematic

George Boole (1815-1864): The Laws of Thought:
logica modernd, algebrad booleand (logica si multimi)

Gottlob Frege (1848-1925): logica simbolica clasica
Begriffsschift: formalizare a logicii ca fundament al matematicii

Bertrand Russell (1872-1970): Principia Mathematica
(cu A. N. Whitehead)

formalizare Tncercand sa elimine paradoxurile anterioare

Kurt Godel (1906-1978): teoremele de incompletitudine (1931):
nu exista axiomatizare consistenta si completa a aritmeticii



Logica si gandire computationala

Computational logic
folosirea logicii pentru a efectua sau rationa despre calcule
programare logicad: descrie declarativ ce, rezulta automat cum
logica ne permite sa verificdm programele scrise

Algorithm = Logic 4+ Control R. Kowalski, 1979

componenta logica: cunostintele folosite (intelesul algoritmului)
-+ componenta de control: strategiile de executie = eficienta

Computational thinking

“Computational thinking is the thought processes involved in
formulating a problem and expressing its solution(s) in such a way
that a computer—human or machine—can effectively carry out.”
“... computational thinking will be a fundamental skill [...]

used by everyone by the middle of the 21st Century."

J. Wing, http://socialissues.cs.toronto.edu/?p=279.html


http://socialissues.cs.toronto.edu/?p=279.html

Operatori logici uzuali

Stim deja: operatorii logici NU (=), SAU (V), SI (A)

bisect an =
an mod 400 = 0 || an mod 4 = 0 && (an mod 100 = 0)

Tabele de adevar:

q q
p -p pVvagl|F T pANg|F T
F T F F T F F F
T F P17 T P T |F T
negatie = NU disjunctie V SAU conjunctie A Sl

C: ! ML: not C/ML: || C/ML: &&



Logica propozitionala

Unul din cele mai simple /imbaje  (limbaj = putem exprima ceva)
asa cum codificam numere, etc. in biti
putem exprima probleme prin formule in logica

Discutam:

Cum definim o formula logica:
forma ei (sintaxa) vs. intelesul ei (semantica)

Cum reprezentam o formuld?  pentru a opera eficient cu ea

Cum folosim logica pentru a lucra cu alte notiuni din informatica?
(multimi, relatii, automate)

Ce sunt demonstratiile si rationamentul logic ?
cum putem demonstra? se poate demonstra (sau nega) orice?



Propozitii logice

O propozitie (logicd) e o afirmatie care e fie adevarat3, fie fals3,
dar nu ambele simultan.

Sunt sau nu propozitii?
242=5

X+2=4

Toate numerele prime mai mari ca 2 sunt impare.

x" 4+ y" = z" nu are solutii Tntregi nenule pentru niciun n > 2
Dac3 x < 2, atunci x2 < 4

Logica matematica ne permite s3 rationam precis.

= trebuie s3 definim precis ce e logica propozitionala
sintaxa (cum aratd/e formatd) si semantica (ce inseamnad)



Sintaxa logicii propozitionale

Un limbaj e definit prin simbolurile sale si prin regulile dupa care le
combinam corect.

Simbolurile logicii propozitionale:
propozitii: notate deobicei cu litere p, q, r, etc.
operatori (conectori logici): negatie —, implicatie — , paranteze ( )

Formulele logicii propozitionale: definite prin inductie structurala,
o formula complexa e construita din formule mai simple:

orice propozitie  (numitd si formuld atomica)

() dacd « este o formul3

(e — B) dacd a si 5 sunt formule (e, § numite subformule)

Omitem parantezele redundante, considerand — mai prioritar ca —

Operatorii cunoscuti pot fi definiti folosind — si —-:

aABE (a8 (S) avB¥¥-a—ps (SAU)

ae 4 (a = B)N (B — ) (echivalent3)



Sintaxa (concretd si abstractd) vs. semantica

Sintaxa: o multime de reguli care defineste constructiile unui limbaj
aici: formulele logicii propozitionale
NU spune ce inseamna o formul3

Semantica: defineste intelesul unei constructii (unui limbaj)
Sintaxa concretd precizeazd modul exact de scriere. O formula e:
prop — formuld  formuld N\ formuld sau  formuld \V formuld

Sintaxa abstractd: intereseaza structura formulei din subformule:
propozitie, negatia unei formule, conjunctia/disjunctia a 2 formule

in ML, putem definim un tip recursiv urmarind sintaxa abstracta:

boolform = V string | Neg boolform
| And boolform * boolform | Or boolform * boolform

Numele de constructori And, Or, etc. sunt alese de noi.
Tipul reprezinta structura formulelor, nu simboluri concrete (A, V),
nici scrierea infix sau prefix, etc.



Implicatia logica —

p—q numitd si conditional()
p: antecedent (sau ipotezi)
q: consecvent (sau concluzie)

Semnificatie: dacd p e adevdrat, atunci g e adevdrat (if-then)
dacd p nu e adeviarat, nu stim nimic despre g (poate fi oricum)

Deci, p — q e fals doar daca p e adevarat si g e fals
(dacd p, atunci g ar trebui s3 fie adevdrat)

q

p—ql|F T

F T T

Tabelul de adevar: T F T
Exprimat cu alti conectori: |p —qg = —pVgq




Implicatia in vorbirea curenta si in logica

In limbajul natural, “dac3 ... atunci” denot3d adesea cauzalitate
daca ploud, iau umbrela

In logica matematica, — NU inseamna cauzalitate
3 e impar — 2 e numar prim implicatie adevarata, T — T
(dar faptul c3 2 e prim nu e din cauzi ci 3 e impar)

in demonstratii, vom folosi ipoteze relevante (legate de concluzie)

Vorbind, spunem adesea “dacd” gandind “daca si numai daca”
(echivalentd, o notiune mai puternic3!)
Exemplu: Daca depasesc viteza, iau amenda.

ATENTIE:  fals implica orice! (vezi tabelul de adevar)
= un rationament cu o verigd falsd poate duce la orice concluzie
= un paradox (p A —p) distruge increderea intr-un sistem logic



Despre implicatie

Fiind data o implicatie p — g, definim:
reciproca: q — p

inversa: -p — —q

contrapozitiva: -q — —p

Contrapozitiva e echivalentd cu formula initiald (directa).
Inversa e echivalenta cu reciproca.

p — q NU-e-echivalent cu g — p (reciproca)



Calculul in logica: functii de adevar

Formula e o notiune sintactica.
Valoarea de adevar e o notiune semantica.

Definim riguros cum calculdam valoarea de adevar a unei formule.

O functie de adevar v atribuie la orice formuld o valoare de adevar
{T,F} astfel incat:
v(p) e definitd pentru fiecare propozitie atomica p.
) T dacd v(a)=F
v(ta) = F dacid v(a)=T
)] F dacd v(e) =T siv(p)=F
V(o= f) = { T 1n caz contrar

Exemplu: fie v(a) =T, v(b) =F, v(c) =T
putem calcula v pentru orice formuld cu propozitii din {a, b, c}
v((a — b) — ¢):
avem v(a — b) = F pentru cd v(a) = T si v(b) = F (cazul 1)
si atunci v((a— b) > ¢c)=T (cazul 2: v(a — b) =F)



Interpretari ale unei formule

O interpretare a unei formule = o evaluare pentru propozitiile ei

O intrepretare satisface o formula daca o evalueazd la T.
Spunem c3 interpretarea e un model pentru formula respectiva.

Exemplu: pentru formula an(—b \/ —c) A (—a V)
interpretarea v(a) = T, v(b) = ( ) =T o satisface
interpretarea v(a) = T, v(b) ,v(c) =T nu o satisface.

O formula poate fi:
tautologie (valids): adevaratd in toate interpretdrile
realizabild (en. satisfiable): adevarata in cel putin o interpretare
contradictie (nerealizabild): nu e adevaratd in nicio interpretare
contingenta: adevarata in unele interpretdri, fals3 in altele

(nici tautologie, nici contradictie)



Tabela de adevar

Tabela de adevar prezinta valoarea de adevar a unei formule n
toate interpretarile posibile
2" interpretari daca formula are n propozitii

a|b|cl|a—(b—c) a|b|c|(a—b)—c
FIF|F T FIF|F F
FIF|T T FIF|T T
FIT|F T FI|T|F F
FIT|T T FIT|T T
T F|F T T|F|F T
T|F|T T TIF|T T
T|T|F F T|T|F F
T|T|T T T,/ T|T T

Doua formule sunt echivalente daca au acelasi tabel de adevar

Douad formula ¢ si ¢ sunt echivalente daca ¢ <> v e o tautologie



Exemple de tautologii
aVv -a
—a <> a

—(aVvb) <+ -aA-b
—(aAb) < —aV-b regulile lui de Morgan

(a—b)AN(-a—c) < (anb)V(—-aAc)
a—(b—c) < (anb)—c
(p=a)Ap — q

(p=>q)A—q — —p

PAG — p

(p—aq) = q

(PVa)A=p — q

(p=a)N(@g—r) = (p—r)



Algebra Booleana

Pe multimi, U, N si complementul formeaz3 o algebra booleana.
Tot o algebra booleand formeaza in logica si A, V si = :

Comutativitate: AV B=BV A AANB=BAA

Asociativitate: (AV B)V C = AV (BV C) si
(ANBYAC=AN(BAC)

Distributivitate: AV (BAC)=(AVB)A(AV C)si
AN(BVC)=(AANB)V(AACQC)

Identitate: existd doud valori (aici F si T) astfel ca:
AVFEF=A ANT=A

Complement. AV -A=T AN-A=F

Alte proprietati (pot fi deduse din cele de mai sus):
Idempotenta: ANA=A AVA=A

Absorbtie: AV (ANB)=A AN(AVB)=A
-AV(AANB)=-Av B (din distributivitate si complement)



Reprezentarea formulelor boolene

E bine ca o reprezentare s3 fie:
canonicad (un obiect s3 fie reprezentat intr-un singur fel)
avem egalitate daca si numai daca au aceeasi reprezentare

simpl3 si compactd (usor de implementat / stocat)

usor de prelucrat (algoritmi simpli / eficienti)

O astfel de reprezentare: diagrame de decizie binare (Bryant, 1986)



Descompunerea dupa o variabila

Fixand valoarea unei variabile Tntr-o formul3, aceasta se simplifica:
Fief=(avb)A(aV-c)A(—aV-bVec).
flam.t = TATA(mbVc)==bVc  flamp = bA-cAT = bA—c

Descompunerea Boole (sau Shannon) exprima o functie booleand f
n raport cu o variabild x: f=xNAflx=7V =X Aflx=F

in program (ML), am scrie
f = a b Il c b && c

Continuand pentru cele doud subformule, obtinem n final un
arbore de decizie: dand valori la variabile (a=T, b=F, c=T) si
urmand ramurile respective, ajungem la valoarea functiei (T / F)

E o reprezentare echivalentd mai compacta decéat tabelul de
adevar, ceea ce e util In practica

Simplificand arborele de decizie obtinem o diagrama de decizie (graf)



Arbori de decizie binari

f(x1,x2,x3) = (-x1 Axa Ax3) V (x1 A—xa Ax3) V (x1 A xa A x3)
deex. f(T,F, T)=T, f(F, T,F)=F, etc.

noduri terminale: valoarea functiei (0 sau 1, adicd F sau T)
noduri neterminale: variabile x; (de care depinde functia)
ramuri: low(nod) / high(nod) : atribuire F/T a variabilei din nod

Fixand ordinea variabilelor, arborele e unic (canonic), dar ineficient:
2" combinatii posibile, la fel ca tabela de adevar



Reducerea nr. 1: Comasarea nodurilor terminale

pastram o singura copie pentru nodurile 0 si 1




Reducerea nr. 2: Comasarea nodurilor izomorfe

Daca low(ny) = low(ny) si high(ni) = high(nz), comasam ny si ny
(dacd nodurile au acelasi rezultat pe ramura fals, si acelasi rezultat
pe ramura adevdrat, ele se comporta la fel si le comasam)

— (0]



Reducerea nr. 3: Eliminarea testelor inutile

Daca un nod da acelasi rezultat pe ramurile fals si adevarat,
nodul poate fi eliminat

0] - 0]



De la arbore la diagrama de decizie binara

arbore de decizie binar diagramd de decizie binard



Diagrame de decizie binare

Rezultatul obtinut: binary decision diagram (BDD)
(reprezentare introdusd de R. Bryant in 1986)

Putem s-o construim recursiv, descompunand dupa o variabila:

/Q<D\ fZXl/\f|X1:T\/—\X1/\f‘X1:F

construind |y —7 si flx—F

apoi comasand eventuale noduri
comune intre cele doud parti

A devenit standard in industria circuitelor integrate digitale
toate companiile si programele de proiectare o folosesc

Pentru a verifica egalitatea a doua functii
se construiesc BDD-uri pentru cele doua functii
daca functiile sunt egale, se obtine acelasi obiect BDD
= se verificd direct si eficient egalitatea functiilor



Construim mai simplu o BDD pentru o functie
f(Xl,XQ,X3) = (—\Xl N Xo A\ X3) V (X1 N —xo A X3) V (X1 A Xo A\ X3)
Alegem o variabila: x;. Calculdm fl—f si f|q=7

Construim BDD-urile pentru cele doud functii (direct, dac3 sunt
simple, altfel continudm recursiv, alegdnd urmatoarea variabil3)

[0] [0]

flag=F =% A X3 flg=T =x3

Ad3ugam nodul cu x; deasupra. @
Remarcam c3 diagrama cu x3 e comuna
si pastram o singura copie 0]



Forma normala conjunctivd (conjunctive normal form)

formula = conjunctie N de clauze (aV—bV—d)

clauzd = disjunctie V de literali A (—aV —b)

literal = propozitie sau negatia ei A(—aVeV—d)
A(—aVbVec)

Similar: forma normal3 disjunctivd (disjunctie de conjunctii)

Transformarea unei formule in forma normald conjunctivd
ducem (repetat) negatia induntru  (regulile lui de Morgan)
-(AVB)=-AAN-B -(AANB)=-AV-B
ducem (repetat) disjunctia induntru  (distributivitate)
(AANB)VC=(AVC)A(BV ()

Abordarea naiva poate creste exponential dimensiunea formulei:
(PrAP2AP3) V(gL NG Ags) =

V(@ A@RA@G) APV (@A AGg))A(p3 V(a1 A g Ags))
=(PLVa)A(p1Va2) A(p1Va3) A(p2Vai) A(p2V q2) A(p2V G3)
A(psV aqi) A(psV q2) A(psV g3)



Transformarea Tseitin

D3 o formul3 realizabild dacd si numai daca cea initial3 e realizabila
echirealizabild (en. equisatisfiable)
Dimensiunea formulei rezultante e liniard in cea a formulei initiale

Pentru fiecare operator introducem o noua propozitie
reprezinta subformula calculata de acel operator

Scriem (in CNF) c3 noua propozitie e echivalenta cu subformula
(implicatie in ambele sensuri)

Obtinem regulile de transformare pentru cei trei operatori

formula p < formula rescriere in CNF

—A (mA—=p)A(p——A) (AVp)A(=AV —p)

AANB  (AANB—=p)A(p—AAB) (mAV-BVp)A(AV-p)A(BV -p)
AVB (p—=AVB)A(AVB—=p) (AVBV-p)A(-AVPp)A(-BVp)

Rezulta o formula cu mai multe propozitii = nu e echivalentd
dar e realizabild daca si numai daca formula initiald e realizabila
deci o putem folosi in verificarea realizabilitatii



Transformarea Tseitin: exemplu

1 2
Numerotdm operatorii din formuld:  (a A =b) V =(c A d)
pentru simplitate, nu e nevoie sa numerotam negatiile
si nici conectorii la nivelul final (...) Vv (...)

1 2
Introducem propozitiile: py <> a A —b, pp <> cAd.

Scriem relatiile intrare-iesire pentru fiecare operator in parte
si adaugam formula pentru operatorul care da rezultatul.
Legam toate acest relatii prin conjunctie:

(maVvbVp)A(aV—p)A(=bV—pr) p1 reprezintd aA—b
A(mecV=dVp2)A(cV=p2)A(dV—p2) p2 reprezintd cAd
A(p1V —p2) vrem ca toatd formula sd fie adevdrata

Putem transforma direct conjunctii/disjunctii multiple
Sl (—|A1 VoAV oAz YV p) A (Al V ﬂp) A (A2 V —\p) A (A3 V —|p)
SAU (A1 V AV Az V —|p) VAN (—|A1 V ,D) VAN (—|A2 V p) A (—‘A3 V p)



Transformarea Tseitin: formula ca circuit logic

(aV =b) A —(c V d)

intrarea fiecarei porti: propozitie noua
nu trebuie numerotat V sub A
si nici operatorul final A

Avem un singur operator de exprimat:
(aVv—=b)A—p formula

A(p1 < cV d) ce Tnseamnd p;

Scriem fiecare echivalenta in CNF, sau direct dupa regulile dinainte;
punem conjunctie intre ele

(aV—b)Apr (nivelul final cu rezultatul)
ANeVdVp) A(=cVp1) A(=dV p1)



Realizabilitatea unei formule propozitionale (satisfiability)

Se da o formul3 in logica propozitionala.
Exista vreo atribuire de valori de adevar care o face adevarata ?
= e realizabild (engl. satisfiable) formula ?

(aV—bV—d)
A (—aV —b)
A(—a VeV —d)
A(—aVbVec)
G3siti o atribuire care satisface formula?

Formula e in formd normal3 conjunctivd (conjunctive normal form)
= conjunctie de disjunctii de literali (pozitive sau negate)

Fiecare conjunct (linie de mai sus) se numeste clauzs



Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

Reguli de simplificare:
R1) Un literal singur intr-o clauzi are o singura valoare fezabila:
in aA(-aVvbVc)A(-aV-bV o) a trebuie s3 fie T

in (avb)A-bA(-aV-bVc) b trebuie sa fie F

R2a) Daca un literal e T, pot fi sterse clauzele in care apare
(ele sunt adevdrate, si nu mai influenteaza formula)

R2b) Daca un literal e F, el poate fi sters din clauzele in care apare
(nu ajutd in a face clauza adeviarata)

Exemplele de mai sus se simplifica:

a

aA(=aVbVc)A(-aV-—bV-c) =\ (bV c)A(=bV —c)

(aVb)A—bA(mav—bve) =5 2

(si de aici a = T, deci formula e realizabil3)



Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

R3) Dacad nu mai sunt clauze, am terminat (si avem o atribuire)
Daca se ajunge la o clauza vida, formula nu e realizabild
aN(—aVb)A(—=bVc)A(—aV bV -c)

=U (=bV c) A (=bV —c)

bi;r cN\—c Ci;r 0 (—c devine clauza vid3 = nerealizabil3)

Daca nu mai putem face reduceri dupa aceste reguli ?
aN(=aVbVc)A(=bV-c) =T (bVc)A(=bV—c) 77
R4) Alegem o variabil3 si incercdm (despartim pe cazuri)

> cu valoarea F

> cu valoarea T

O solutie pentru oricare caz e bund (nu c3utdm o solutie anume).
Daca nici un caz nu are solutie, formula nu e realizabila.



