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Unde folosim formule propozitionale 7
in hardware, construit din circuite logice
n software
formule mici (simple), in if, , etc.
formule mari, in probleme de cautare si planificare

Verificarea realizabilitatii si aplicatiile ei

Ce Tnseamn3d o demonstratie logica?



Unde aplicam logica booleana?

Calculatoarele sunt construite din circuite logice
= realizeazd aceleasi functii ca in logica (SI, SAU, NU)

Numerele sunt reprezentate in calculator in baza 2
= valori boolene / biti: (0 sau 1, F sau T)

Aritmetica pe numere e implementata prin circuite logice

add( a, b) {
b ? add(a"b, (a&b) << 1) : a;
}
add a b =
b=0 a add (a lxor b) ((a land b) 1s1 1)

Multimile pot fi reprezentate prin vectori de valori boolene
pentru fiecare element: face sau nu parte din multime ?

Orice notiune din matematic3 sau realitate e reprezentat3 pe biti



Aplicatie: Planificarea

= gasirea unei secvente de actiuni care duc la tinta doritd

Exemple:
deplasari de roboti inteligenti
comportamentul sistemelor autonome (sonde spatiale)
rezolvarea de probleme (tip puzzle, jocuri, etc.)

In general: intr-un sistem descris prin stari si actiuni (tranzitii),
cum gdsim o cale de la o stare initiald |a o stare tintd (finald) ?



Exemplu: ordonarea a 3x3 piese

Se poate reface ordinea? Din cate mutari?
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Numerotam pozitiile: 123

456 .@.

789
starea jocului e data de piesele de pe fiecare din cele 9 pozitii:

un vector de stare v = (p1,p2,...,pP9), pi € [0..8] (0 = liber)

BEN
~]~]]

fiecare valoare p; poate fi reprezentatd boolean (cu 4 biti)

sau direct cu booleni bjj = piesa j (0..8) e pe pozitia i (1..9)
cu constrangeri: un singur b; adevdrat pentru fiecare i
(un singur numar in fiecare loc)

‘O stare e descrisa printr-o formuld logicé"

peste variabilele de stare (elementele vectorului de stare)

Starea initiala din figura: So(v) def pPL=2App=0Ap3=5Aps=1
Aps =3Aps=4ANp; =8Apg=6Apy =7



Reprezentarea unei mutari

Notdm v starea curentd, v/ = (p{, p5, - .., pg) starea urmgtoare

Sunt 12 perechi de pozitii vecine: P ={(1,2),(1,4),...(8,9)} 123

456
789
O mutare e posibila doar intre doua pozitii vecine s si d
msq(v, V') = (P, = pdg) N (P = Ps) interschimbd valorile
A(ps =0V pg =0) daca una din pozitii e libera
A /\ (pi = pi) celelalte piese raman la fel

i#s,d

Toate mutdrile potentiale definesc relatia de tranzitie a sistemului:
o relatie intre starea curent3 v si posibilele st3ri urm3toare v/

avem disjunctie: facem schimbul 1 <+ 2 sau schimbul 1 < 4, sau ...



Reprezentarea unui sir de mutari

Un lant de mut3ri are o mutare (tranzitie) intre fiecare stare si cea
urm3toare. Numerot3m vectorii pentru fiecare stare v°, v1, ... v:

R(VO, V1) A R(VY, V2) A ... A R(VFTL, 0K)

’O tranzitie si un sir de tranzitii se pot reprezenta ca formule logice
Prima mutare: R(V0,v!) =

(P =0vpd=0)Apt=pdApt=pdApl=pSAn..Apt=p) 12
V(P =0vpd =0)Apt =pdApt=plApl=pSA..Apl=pd 14

V(p§ =0Vpd =0)Aps=pSAps=pSAps=p3A..Ap; =p7 8¢9
Starea finald e tot o formul3 peste elementele vectorului de stare v:
S,c(V):pl:1/\p2:2/\.../\p7:7/\pg:8/\p9:0
Exista o solutie Tn k pasi dacad si numai daca

So(V0) A R(VO, v} A R(VE, V2) A ... A R(VHTL, 0K) A SF(VK)



Gasirea unui plan

Fie So(V) si S¢(v) formulele ce exprim3 starile initiale si finale

A ajunge din 59 Tn 5¢ in 1 mutare < e realizabild formula
So(V0) A R(V0, ) A Se(vh)

(V0 e o stare initial3d si ¥! o stare final3 si e o tranzitie intre ele)

A ajunge la S¢ din Sg In k mutdri < e realizabil3 formula
So(V0) A R(VO, V1) A oo A R(VETL UK) A Sp(VF)

= Gasim un plan de lungime minima cautand succesiv solutii
pentru formule tot mai complexe: 1, 2, 3, ... pasi

Exista si alti algoritmi dedicati planificarii.
Aici am redus problema la o exprimare simpla, fundamentala:
determinarea realizabilitatii unei formule boolene (problema SAT)



Realizabilitatea unei formule propozitionale (satisfiability)

Se da o formul3 in logica propozitionala.
Exista vreo atribuire de valori de adevar care o face adevarata ?
= e realizabild (engl. satisfiable) formula ?

(aV—bV—d)
A (—aV —b)
A(—a VeV —d)
A(—aVbVec)
G3siti o atribuire care satisface formula?

Formula e in formd normal3 conjunctivd (conjunctive normal form)
= conjunctie de disjunctii de literali (pozitive sau negate)

Fiecare conjunct (linie de mai sus) se numeste clauzs



Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

Reguli de simplificare:

R1) Un literal singur intr-o clauza are o singura valoare fezabila:
in aA(-aVvbVc)A(-aV-bV o) a trebuie s3 fie T

in (avb)A-bA(-aV-bVc) b trebuie s3 fie F

R2a) Dacd un literal e T, pot fi sterse clauzele in care apare
(ele sunt adevdrate, si nu mai influenteazd formula)

R2b) Daca un literal e F, el poate fi sters din clauzele in care apare
(nu ajutd in a face clauza adevarat3d)

Exemplele de mai sus se simplifica:

aA(—aVbVc)A(-aV-bV-c) =T (bV c)A(=bV =c)

(aVb)A=bA(=av-bve) = .

si de aici a = T, deci formula e realizabila



Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

R3) Dacad nu mai sunt clauze, am terminat (si avem o atribuire)
Daca se ajunge la o clauza vida, formula nu e realizabild
aN(—aVb)A(—=bVc)A(—aV bV -c)

=U (=bV c) A (=bV —c)

bi;r cN\—c Ci;r 0 (—c devine clauza vid3 = nerealizabil3)

Daca nu mai putem face reduceri dupa aceste reguli ?
aN(=aVbVc)A(=bV-c) =T (bVc)A(=bV—c) 77
R4) Alegem o variabil3 si incercdm (despartim pe cazuri)

> cu valoarea F

> cu valoarea T

O solutie pentru oricare caz e bund (nu c3utdm o solutie anume).
Daca nici un caz nu are solutie, formula nu e realizabila.



Un algoritm de rezolvare

Problema are ca date:
» lista clauzelor (formula)
» multimea variabilelor deja atribuite (initial vid3)

Regulile 1 si 2 ne reduc problema la una mai simpla
(mai putine necunoscute sau clauze mai putine si/sau mai simple)

Regula 3 spune cand ne oprim (avem rdspunsul).

Regula 4 reduce problema la rezolvarea a doua probleme mai simple
(cu o necunoscutd mai putin)

Reducerea problemei la aceeasi problema cu date mai simple
(una sau mai multe instante) inseamna c3 problema e recursivd.

Obligatoriu: trebuie s3 avem si o conditie de oprire



Algoritmul Davis-Putnam-Logemann-Loveland (1962)

function solve(truelit: lit set, clauses: clause list)
(truelit, clauses) = simplify(truelit, clauses) (* R1, R2 *)
if clauses = lista vida then
return truelit; (* R3: realizabila, returneaza atribuirile *)
if clauses contine clauza vida then
raise Unsat;  (* R3: nerealizabila *)
if clauses contine clauza cu unic literal a then
solve (truelit U{a}, clauses) (* R1: a trebuie s3 fie T *)
else
try solve (truelit U{—a}, clauses); (* R4: incearcd a=F *)
with Unsat — solve (truelit U{a}, clauses); (* incearca T *)

Rezolvitoarele (SAT solvers/checkers) moderne pot rezolva formule
cu milioane de variabile (folosind optimizari)



Implementare: lucrul cu liste si multimi

Structuri de date:
» lista clauzelor (listd de liste de literali)

» multimea literalilor cu valoare T

Prelucrari:
> cautarea unui literal in multimea celor atribuite
> ad3dugarea unui literal la multimea celor atribuite
» parcurgerea literalilor dintr-o listd (clauza)
» eliminarea unui literal dintr-o listd (clauza)

» eliminarea unei clauze dintr-o listd (formula)



Cum reprezentam un literal 7
un sir (numele variabilei) etichetat cu P (pozitiv) / N (negativ)
module L = struct

type t = P of string | N of string (* pozitiv / negat *)
let compare = compare (* fct. std. Pervasives.compare *)

let neg = function (* negare = schimba eticheta *)
| Ps ->0Ns
| Ns ->P s

end

module S = Set.Make(L) (* pentru multimi de literali *)
(cod dupd Conchon et. al, SAT-MICRO, 2008)

Sau reprezentam o propozitie pk prin indicele intreg k € N*
si folosi indici negativi pentru negatie

module L = struct
type t = int
let compare = compare
let neg x = -x

end



Simplificarea unei clauze

tset = multimea literalilor adevarati

G3sirea unui literal adevdrat e un caz special (R2a)
= nu mai continuam prelucrarea clauzei (exceptia Exit)

Altfel, pastram un literal dacad nu e sunt sigur fals (R2b)
(nu apare negat in multimea celor adevirate, tset)

filter_clause tset =
List.filter ( lit —>
S.mem lit tset raise Exit (* clauza e adevarata *)
(S.mem (L.neg 1lit) tset)) (* pastram daca nu e F *)



Simplificarea listei de clauze

Acumulam cu List.fold_left o pereche de valori:
multimea de literali adevarati si lista clauzelor modificate

simplify trueset = List.fold_left
( (tset, clst) cl —> (* acumulator + clauza curenta *)
( filter_clause tset cl
| [1 -> raise Unsat (* clauza vida -> nerealizabila *)
| [1it] -> simplify (S.add 1lit tset) clst (* reia cu 1it=T *
| newcl -> (tset, newcl :: clst))
Exit -> (tset, clst) (* nu adauga clauza T *)
) (trueset, [J)

Daca filter_clause da un unic literal, se adauga la cele adevarate
si reluam simplificarea clauzelor deja prelucrate

Dac3 returneaz3 lista vid3, toat3 formula e nerealizabil3

Dac3 produce exceptia Exit, clauza nu are efect (e adevdratd)
Altfel, addugam clauza simplificata la lista



Verificarea propriu-zisa

Daca simplificand obtinem lista vida de clauze, returnam multimea
literalilor adevarati (restul nu conteazd)
Altfel, cu primul literal din prima clauza Tncercam ambele valori
daca prima Tncercare da exceptia Unsat, Tncercam si a doua
sat clauses =
satl tset clist =
simplify tset clist
| (ts1, (Lit::cl)::ctail) -> (% luam primul literal *)
S.union tsl ( (* cei deja true + nou aflati *)
satl (S.singleton (L.neg 1lit)) (cl::ctail) (* 1lit=F 4
Unsat -> satl (S.singleton 1lit) ctail (* 1it=T *)
)
| (ts1l, _) -> tsl (* _wva fi []; tsl = literali adevarati *)
S.elements (satl S.empty clauses) (* init.fara atribuiri *)

sat [[P nau; P "b"; N "C"]; [N nau; P "C”]; [P nau; N ”b"]]
- : S.elt list = [N "a"; N "b"; N "c"]

(avbV-c)A(—aVec)V(maVb)erealizabilicua=b=c=F



Unde se aplica determinarea realizabilitatii?

In probleme de decizie / constrangere:
Putem gasi o solutie la ... cu proprietatea ... 7
= conditiile se pot exprima ca formule n logica

» in verificarea de circuite (ex. optimizdm functia f in fopt)
dacd f(vi, ..., Va) = fopt(Vv1, ..., V) (echivalente)
atunci =(f(v1, ..., Vn) = fopt(Vi, ..., Va)) € nerealizabild
putem verifica dac3 transformarea (optimizarea) e corectd
» in verificarea de software (model checking), testare, depanare
gasirea de teste care duc programul pe o anume cale
gasirea de vulnerabilitati de securitate Tn software

» in biologie (determindri genetice), etc.



Complexitatea realizabilitatii

n propozitii: 2" atribuiri = timp exponential incercand toate
O atribuire dat3 se verifica in timp /iniar (in dimensiunea formulei)

P = clasa problemelor care pot fi rezolvate in timp polinomial
(relativ la dimensiunea problemei)

NP = clasa problemelor pentru care o solutie poate fi verificatd
in timp polinomial  (a verifica e mai usor decéat a gdsi)

Probleme NP-complete: cele mai dificile probleme din clasa NP
dacd s-ar rezolva in timp polinomial, orice alta problema din NP
s-ar rezolva in timp polinomial = ar fi P = NP (se crede P # NP)

Realizabilitatea (SAT) e prima problem3 demonstrat3d a fi NP-completd
(Cook, 1971). Sunt multe altele (21 probleme clasice: Karp 1972).

Cum demonstram c3 o problemd e NP-complet3 (grea) ?
reducem o problema cunoscuta din NP la problema studiata
= dac3 s-ar putea rezolva in timp polinomial problema noug,
atunci ar lua timp polinomial problema cunoscuta



P = NP?

Una din cele mai fundamentale probleme in informatica

NP-Hard NP-Hard

NP-Complete
P=NP=
NP-Complete

Complexity

Se crede cd P # NP, dar nu s-a putut (incd) demonstra

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:P_np_np-complete_np-hard.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:P_np_np-complete_np-hard.svg

Sintaxa si semantica

Pentru logica propozitionald, am discutat:

Sintaxa: o formuld are forma:
propozitie sau (- formuld) sau  (formuld — formul3)

Semantica: calculdm valoarea de adevar (intelesul), pornind de la
cea a propozitiilor
T dacd v(a)=F
v(ta) = { F dacid v(a)=T

)] F dacd v(a) =Tsiv(p)=F
v(a = B) = { T n caz contrar



Deductii logice

Deductia ne permite sa demonstram o formul3d in mod sintactic
(folosind doar structura ei)

E bazat3 pe o reguld de inferent3 (de deductie)

P1 P1 — Y2

modus ponens
®2 p

(din @1 si 1 — @2 deducem/inferdm ¢»)

si un set de axiome (formule care pot fi folosite ca premise/ipoteze)
Al: a— (8 — «)

A2 (= (B=7)) = ((a =) = (a—=17))

A3: (=8 = —a) = (a— p)

n care a, 8 etc. pot fi nlocuite cu orice formule



Deductie (demonstratie)

Fie H o multime de formule. O deductie (demonstratie) din H
e un sir de formule Ay, Ay, --- , A,, astfel caVi€1,n

1. A, este o axioma, sau

2. A; este o ipoteza (o formuld din H), sau

3. A rezultd prin modus ponens din A;, A anterioare (j, k < i)
Spunem c3 A, rezultd din H (e deductibil, e o consecintd).
Notam: HFE A,

Exemplu: demonstram c3 ¢ — ¢ pentru orice formul3d ¢

(1) o= ((p = ») = ¥)) Al
R e—=(p—=9)=¢)=(p=(p—=9)—=(p—p) A2
(B) (e = (=) = (¢ — ) MP(1,2)
4) ¢ = (¢ = ¢) Al
(5) o= MP(3,4)

Verificarea unei demonstratii e un proces simplu, mecanic (cele 3
reguli de mai sus), chiar dacd gdsirea demonstratiei poate fi dificil3.



Alte reguli de deductie

Modus ponens e suficient pentru a formaliza logica propozitionala
dar sunt si alte reguli de deductie care simplificd demonstratiile

p—>q_‘—p—'q modus tollens (reducere la absurd)
ﬁ generalizare (introducerea disjunctiei)
# specializare (simplificare)
PVa g —P eliminare (silogism disjunctiv)

P—q  q—r
p—r

tranzitivitate (silogism ipotetic)



Deductia (exemplu)

Fie H={a, -bVd, a— (bAc), (cANd)— (-aVe)}l.
Aratati ca HF e.

(1) a ipoteza, H;
(2) a— (bAc) ipotezd, H.
(3) bAc modus ponens (1, 2;
(4) b specializare (3)
(5) d eliminare (4, Hz)
(6) c specializare (3)
(7) cnd (5) si (6)
(8) ~aVe modus ponens (7, Ha)
(9) e eliminare (1, 8)



Consecinta logicd (semanticd)

Reamintim: o interpretare e o atribuire de adevar pentru
propozitiile unei formule.
O formula poate fi adevarata sau falsa intr-o interpretare.

O multime de formule H = {1, ...,¢n} implicd o formuld ¢
(sau @ e o consecintd logicd / consecintd semanticd a ipotezelor H)
HE¢

daca orice interpretare care satisface (formulele din) H satisface ¢

Pentru a stabili consecinta semantica trebuie sa interpretam
formulele (cu valori/functii de adevar)
= lucrdm cu semantica (intelesul) formulelor

Exemplu: {aV 3,7V -8} EaVy Fie o interpretare v.
Cazul 1: v(8) =T. Atunci v(a V 8) =T si v(yV =8) = v(v).
Daca v(y) = T, atunci v(a V) = T, deci afirmatia e adevarata.
Cazul 2: v(B) =F. La fel, reducem la {a} = a V v (adevarat).



Consistenta si completitudine

H + ¢ : deductie (pur sintacticd, din axiome si reguli de inferentd)
H = ¢ : implicatie, consecintd semanticd (tabele de adevar)
Care e legatura ntre ele ?

Consistentd: Daca H e o multime de formule, si « este o formul3d
astfel ca H - «, atunci H = a.
(Orice teorem3 n logica propozitionald este o tautologie).

Completitudine: Dac3d H e o multime de formule, si a este o
formuld astfel ca H = «, atunci HF a.

(Orice tautologie este o teorem3).

Deci, logica propozitionala e consistentd si completa.

Ca sa demonstram o formul3d, putem ardta ca e valida.
Pentru aceasta, verificam c3 negatia ei nu e realizabila.



