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Logica: recapitulare

Folosim logica pentru a exprima riguros (formaliza) rationamente.

Logica ne permite si facem demonstratii (deductii)
din axiome (totdeauna adevirate)
si ipoteze (considerate adevdrate in problema data)
folosind reguli de inferents (de deductie)

P pP—gq

g modus ponens

Modus ponens e suficient, dar sunt si alte reguli de deductie valide.

Logica propozitionala e
consistentd: orice formul3d demonstrata (teorem3) e valida
completd: orice formuld valida (tautologie) poate fi demonstrata



Avem nevoie de logica

n specificatii pentru programe: de exemplu, sortare

/*@ ensures
@ (\forall int i; 0<=i && i<a.length - 1;
© ali] <= ali+1])
©x/

in conditii (predicate) pentru datele de prelucrat
M.filter ( kv ->k< "M" & v >= 5) stud_dict

cand exprimam proprietati: formalizand teoria multimilor
Jempty Vx —contains(empty, x)

sau structura fisierelor pe disc
Vx ((file(x) A x # root) — contains(parent(x), x))



Logica propozitionala nu poate exprima tot

Un exemplu clasic:
(1) Toti oamenii sunt muritori.
(2) Socrate e om.
Deci, (3) Socrate e muritor.

Acesta e un silogism (tipar de reguld de inferentd)
logica clasica: Aristotel, stoici

Seamanad cu modus ponens
dar premisa din (1) (“toti oamenii”)
nu e la fel cu (2) (Socrate, un anumit om)

Am putea reformula (1):
Daca X e om, atunci X e muritor.
sau mai precis
Pentru orice X, daca X e om, atunci X e muritor

Logica modernd: logica predicatelor (logica de ordinul 1)
Gottlob Frege, Charles Peirce (sec. 19)



Avem nevoie de formule mai expresive

Vx ((file(x) A x # root) — contains(parent(x), x))

in loc de propozitii (a, p, q) avem predicate: file(x), contains(x, y)

Un predicat = o afirmatie relativ la una sau mai multe variabile,
care, dand valori variabilelor, poate lua valoarea adevarat sau fals.

Apar cuantificatori: ¥/ (orice), 3 (existd)

Argumentele predicatelor pot fi variabile x sau functii: parent(x)
contains(parent(x), x)



Logica predicatelor (logica de ordinul intéi): Sintaxa

Definim, structural recursiv, notiunile de termen si formula:

Termeni
variabild v sau constantd c
f(t, -, tn) cu f functie n-ara si ty,- - - , t, termeni

Formule (well-formed formulas, formule bine formate):

P(ti,-- ,tn) cu P predicat n-ar; t1,--- , t, termeni

e unde « este o formula

a— unde «, 8 sunt formule

Vv cu v variabild, o formula: cuantificare universald
=t cu t1, tp termeni (in logica de ordinul | cu egalitate)

Tn loc de propozitii avem predicate (peste termeni).
In logica de ordinul | se pot cuantifica (V, 3) doar variabile.
In logici de ordin superior, se poate cuantifica si peste predicate.



Reprezentare in ML

Termenii si formulele se pot traduce direct In tipuri recursive

term = V string
| F string * term list
predform = Pr string * term list
| Neg predform
| And predform * predform
| Or predform * predform
| Forall string * predform

O formula poate contine termeni. Termenii nu contin formule!

Am ales s3a reprezentam constantele ca functii cu zero argumente.

Atat termenii cat si predicatele au argumente: listd de termeni.
Exemplu: Vx =Vy P(x, f(y))

Forall("x", Neg(Forall("y", Pr("P",[V "x"; F("f", [V "y"1)1))))



Despre cuantificatori. Cuantificatorul existential

v def
Notim: Ixp = —V¥x(—yp)
Exista x pentru care ¢ e adevaratd <> nu pentru orice x ¢ e falsa.

Cei doi cuantificatori sunt duali. Putem scrie si Vxp = —3Ix(—¢p)

Cuantificatorii au precedenta mai mare decat conectorii =, A, — ...

punct . Tnseamna: cuantificatorul se aplic3 la tot restul formulei
(pana la sfarsit sau parantez3 inchisd)

(3x.P(x) = Q(x)) A R(x) Tnseamnd Ix(P(x) — Q(x)) A R(x)

P(x) V¥y.Q(y) A R(x,y) inseamnd P(x) V ¥y(Q(y) A R(x,y))

In formula Vv (sau Jvp) variabila v se numeste legatd
Variabilele care nu sunt legate se numesc libere

O variabild poate fi liber3 si legata Tn aceeasi formula.
Mai sus, x e legatd in Ix.P(x) — Q(x) si e liberd in R(x)
(e in afara cuantificatorului)



Variabile libere si legate

Tntelesul unei formule nu depinde de variabilele legate
intelesul lor e “legat” de cuantificator (“pentru orice”, “exista"”)
pot fi redenumite, fara a schimba intelesul formulei

O formula fara variabile libere are inteles de sine statator.
engl. closed formula

Rol similar: parametrii formali la functii in limbaje de programare
putem sa 1i redenumim fara a schimba efectul functiei
x -> x + 35si y -> y + 3 sunt aceeasi functie

Interpretarea unei formule depinde de variabilele sale libere
(ce valoare primesc; discutdm la semantica formulelor)

La fel si X > x+y
nu are Tnteles de sine statdtor (y se presupune declarat anterior)
intelesul /efectul depinde de definitia lui y



Formalizarea limbajului natural

1. Fiecare investitor a cumparat actiuni sau obligatiuni.

2. Daca indicele Dow Jones scade, toate actiunile mai putin aurul scad.
3. Dac3 trezoreria creste dobanda, toate obligatiunile scad.

4. Orice investitor care a cumpdarat ceva care scade nu e bucuros.

5. Dac3 indicele Dow Jones scade si trezoreria creste dobanda,

toti investitorii bucurosi au cumparat ceva actiuni de aur.

Exemplu: http://www.cs.utexas.edu/users/novak/reso.html

Verbele devin predicate (ca in limbajul natural):
cumpara, scade, creste, ...

Subiectul si complementele (in)directe: argumentele predicatului
investitor, ceea ce cumpard (actiuni, obligatiuni)

Atributele (proprietdti) sunt predicate despre entitati (argumente)
bucuros (investitor), de aur (actiune)

Categoriile devin predicate, cu argument obiectul din categorie
e actiune, e obligatiune (ce se cump3ra)

O frazd e o propozitie (0 argumente) dac3 verbul apare doar in ea
trezoreria creste dobanda  (“creste” apare doar aici)


http://www.cs.utexas.edu/users/novak/reso.html

Exemplu de formalizare

1. Fiecare investitor a cumparat actiuni sau obligatiuni.
Dou3d entitdti: investitorul, ce cumpard (cu doud categorii)
Introducem un predicat inv(X) (X e investitor)

inv(X) — cumpard(X, C) A (actiune(C) V oblig(C))

Vrem formule f3ra variabile libere (independente de context)
X e cuantificat universal (fiecare investitor)
C e cuantificat existential (investitorul cumpard ceva)
VX.inv(X) — 3 C.cumpdrd(X, C) A (actiune(C) V oblig(C))

2. Dac3 indicele Dow Jones scade, toate actiunile mai putin aurul scad.
scade(dj) — V X.actiune(X) A —aur(X) — scade(X)

Indicele Dow Jones e o notiune unica = folosim o constanta dj

Putem folosi si o propozitie scaded;

(celelalte lucruri care scad sunt actiuni, diferite de indicele general)



Exemplu de formalizare (cont.)

3. Daca trezoreria creste dobanda, toate obligatiunile scad.

crestedob — V X.oblig(X) — scade(X)
Dobanda e unicul lucru care creste = predicat fara parametri
Alternativ: o constanta dobanda

4. Orice investitor care a cumpdrat ceva care scade nu e bucuros.
VX.inv(X) — (3 C.cumpdrd(X, C) A scade(C)) — —bucuros(X)
— asociazi la dreapta, p—qg—r =p—(g—r) = p A g — r, echivalent:
VX.inv(X) A (3 C.cumpadra(X, C) A scade(C)) — —bucuros(X)

5. Daca indicele Dow Jones scade si trezoreria creste dobanda,
toti investitorii bucurosi au cumparat ceva actiuni de aur.
scade(dj) N crestedob —
V X.inv(X) A bucuros(X) — 3 C.cumpdrd(X, C) A actiune(C) A aur(C)



Atentie la cuantificatori!

Cuantificatorul universal (“toti") cuantificd o implicatie:
Toti studentii sunt tineri
Studenti C Tineri

Eroare frecventa: A in loc de —: Wxstudentba-A-tanare)

Oricine/orice din univers e si student si tan3r!!!

Vx.student(x) — tanar(x)

Cuantificatorul existential (“unii”, “exista") cuantificd o conjunctie.
Exista premianti studenti.
Premianti N Studenti # ()

Eroare frecventd: — n loc de A1 Ix-premiantc——student)

E adevdratd daca existd un ne-premiant! (fals implicd orice)

dx.premiant(x) A student(x)



Distributivitatea cuantificatorilor fata de A si V

Cuantificatorul universal e distributiv fatd de conjunctie:
Vx(P(x) A Q(x)) < ¥x P(x) A Vx Q(x)

dar cuantificatorul existential NU e-distributiv fatd de conjunctie:
Ix(P(x) A Q(x)) 4 (Ix P(x) A Ix Q(x))

avem implicatie —, dar nu si invers, poate sd nu fie acelasi x !

Dual, 3 e distributiv fata de disjunctie:
Ix P(x) V 3Ix Q(x) <> Ix.P(x) V Q(x)

¥V nu e distributiv. Avem doar:
Vx P(x) VVx Q(x) — Vx.P(x) V Q(x)



Consistenta si completitudine in logica predicatelor

Ca si n logica propozitionala:

demonstratia se face pur sintactic

determinarea adevarului: semantic, considerand interpretari
(care e universul valorilor, ce Tnseamnad fiecare functie/predicat)

Dar: avem o infinitate de interpretari = nu putem verifica toate
= e important s3 putem demonstra

Calculul predicatelor de ordinul Tntai este consistent si complet

(la fel ca si logica propozitionald):

Orice teorem3 e validd (adevdratd in toate interpretdrile/atribuirile).
Orice formul3 validad (tautologie) poate fi demonstratd (e teorem3).

Dar: relatia de implicatie logica e doar semidecidabila

dacad o formul3d e o tautologie, ea poate fi demonstrata

dar dacd nu e valids, incercarea de a o demonstra (sau o refuta)
poate sa continue la nesfarsit



Demonstratia prin metoda rezolutiei

Putem demonstra o teorema prin reducere la absurd
aratand c3 negatia ei e o contradictie (nerealizabild).

Fie teorema AiNA ... NA, = C
adica: ipotezele A1, Az, ... A, implica Tmpreuna concluzia C

Ardtam c3 negatia ei =(A1 A Ayx... AN A, — C) e o contradictie
adicd A1 ANAx...ANA, A—-C e contradictie
am rescris -(H - C) = ~(-HVv C) = HA-C

Reducere la absurd: ipoteze adevarate+concluzia falsa e imposibil.

Daca o formula e contradictie, putem determina asta prin rezolutie.



Rezolutia in calculul propozitional

Rezolutia e o regulad de inferentd care produce o noud clauza

din doud clauze cu literali complementari (L si —L).
LVA -LVB
AV B

rezolutie

Clauza obtinutd = rezolventul celor doua clauze n raport cu L
Exemplu:  rezy(pV gV -r,-pVs)=qV-rVs
Modus ponens poate fi privit ca un caz particular de rezolutie:
pV false -pVaqg
false V q

Rezolutia e o reguld de inferentd valids: {pV A,—-pV B} AV B
orice atribuire care face premisele adevarate face si concluzia adevarata
pentru p= T, obtinem B=AVB: dacs B=TsiAVB=T
simetric pentru p = F, deci regula e valida

Corolar: dacd AV B e contradictie, la fel si (pV A) A (—pV B)
dacd ajungem la contradictie, si formula initiald era contradictie



Exemplu de rezolutie (1)

(aV—bV —d) b negat
A (—aV —b) b negat
A(maV eV —d)

A(—aVbVec) b pozitiv

Ludm o propozitie cu ambele polaritati (b) si construim rezolventii
rezp(aV -bV -d, maVbVc)=aV-adV-aVe=T
rezp(—aV —b, maVbVc)=-aV-aVc=-aVc
Ad3ugdm noii rezolventi (ignordm T); elimindm vechile clauze cu b
(maVcV-—d)

A(—aVc)
Nu mai putem crea rezolventi. Nu avem clauza vida.

= formula e realizabild, de exemplu cu a=F. Saucu c=T.

Pentru o atribuire suficienta ca sa faca formula realizabil3, revenim
la formula initiald, si ddm valori si lui b si/sau d.



Exemplu de rezolutie (2)

a
A (—aV b)
A(=bV c) ¢ pozitiv
A(—aV -bV —c) ¢ negat

Aplicam rezolutia dupa ¢, avem o singura pereche de clauze:
reze(—wbV ¢, maV bV -c)=-bV-aV-ab=-aV-b
Eliminam cele doud clauze cu ¢ si addugam clauza noua:
a
A (—aV b)
A (—aV —b)

Aplicam rezolutia dupa b:

rezp(—aV b,maV —b) = -aV —a= —a

Eliminam cele doua clauze cu b, adaugam clauza noua: A s
4

Aplicam rezolutia dupd a: rez,(a,—a) = F (clauza vid3d)

Deci formula initiald e o contradictie (e nerealizabild).



Aplicarea rezolutiei in calculul propozitional

Pornind de la o formuld in form3 normald conjunctiva (CNF),
adaugam rezolventi, incercand sa obtinem clauza vida:

Alegem o propozitie p si adaugam toti rezolventii n raport cu p:
din m clauze cu p si n clauze cu —p, cream m - n rezolventi
am eliminat p = stergem cele m+n clauze initiale

Dac3 vreun rezolvent e clauza vida, formula e nerealizabild
Dacd nu mai putem crea rezolventi (literalii au polaritate unicd),
formula e realizabild (facem T toti literalii ramasi)

Numarul de clauze poate creste exponential (problematic!)
Algoritmul DPLL aplica rezolutia doar la clauze cu un literal
= formula nu creste, dar poate Tncerca nr. exponential de cazuri



Rezolutia: de la propozitii la predicate

Tn logica predicatelor, un literal nu e o propozitie, ci un predicat
nu doar psi —-p, ci P(...)si =P(...)
= trebuie s3 tinem cont de argumentele predicatului

Fie doua formule n care un predicat apare pozitiv si negativ:
VxVy.P(x,g(y)) si Vz.=P(z a) sau
Vx.Vy.P(x,g(y)) si Vz.=P(a,z) Se contrazic ?

Cuantificarea universald Tnsean3 c3 variabila poate lua orice valoare
= 0 putem substitui cu un termen

in exemplul 2, substituind x — a, z — g(y) obtinem P(a, g(y)) si
—P(a,g(y)), contradictie

In ex. 1 nu putem substitui constanta a cu g(y) (a nu e variabil3)
g e functie arbitrard, nu stim c3 existd un y cu g(y) = a



Substitutii si unificari de termeni

O substitutie e o functie care asociaza unor variabile niste termeni:
{Xl = t1, ..., Xp tn}

Doi termeni se pot unifica dac3 existd o substitutie care 7i face egali
f(x,8(y,2), t){x = h(z),y = h(b), t = u} = f(h(z), g(h(b), 2), u)

Reguli de unificare
O variabild x poate fi unificatd cu orice termen t (substitutie)
dacd x nu aparein t  deci nu: x cu f(h(y), g(x, z))
pentru c3 altfel, substitutia ar duce la un termen infinit
(Dar: putem unifica in cazul trivial, x cu x)

Doi termeni f(...) pot fi unificati doar dacd au functii identice, si
argumentele (termeni) pot fi unificate unul cate unul

Doua constante pot fi unificate doar daca sunt identice
(caz particular, o constantd e o functie cu zero argumente)

Vom discuta ulterior detalii si un algoritm de unificare.



Rezolutia in calculul predicatelor

Fie doud clauze A si B, si un predicat P (apare pozitiv si negat).
Redenumim variabilele comune (pot Tnsemna altceva in A siin B)
Alegem literali Py,...,P; € Asi =Pj11,...mPj;x € B cu pred. P
Unificam termenii {Py,..., Pj, Pjiy1,... Pjyk}

La clauza AUB\ {P1,... Pk, Pxi1,...Pxss} aplicdm substitutia
rezultatd din unificare. Addugdm noua clauzi la lista clauzelor.

Daca repetand obtinem clauza vida, formula initiala nu e realizabil3.
Dac3d nu mai putem crea rezolventi noi, formula initiald e realizabil3.

Metoda rezolutiei e completa relativ la refutatie
pentru orice formul3 nerealizabild, va ajunge la clauza vida
dar nu poate determina realizabilitatea oricirei formule
(existd formule pentru care ruleazd la infinit)



Exemplu de aplicare a rezolutiei

Reluam exercitiul formalizat anterior.
Folosim () si nu . pentru a nu gresi la ce se aplicd cuantificatorii.

A1 VX (inv(X) — 3 C(cump(X, C) A (act(C) V oblig(C))))

Az: scadedj — ¥ X(act(X) A —aur(X) — scade(X))

As: crestedob — Y X (oblig(X) — scade(X))

Ay YX(inv(X) — (3 C(cump(X, C) A scade(C)) — —bucur(X)))
C: scaded| A crestedob —

Y X (inv(X) A bucur(X) — 3 C(cump(X, C) A act(C) A aur(C)))
Pentru a demonstra A1 A Ay A A3 A Ay — C prin reducere la absurd
negam concluzia, aratam ca Ay A Ay A Az A Ay A —C e contradictie

—C : scadedj N crestedob N
=V X(inv(X) A bucur(X) — 3 C(cump(X, C) A act(C) A aur(C)))

Negam concluzia /a inceput, Tnainte de a transforma cuantificatorii!



Eliminam implicatia, ducem negatia pana la predicate

1. Elimindm implicatia: A— B=-AV B, -(A— B)=AA-B
2. Ducem — induntru: =VxP(x) = 3x—P(x) —3xP(x) = Vx—P(x)

A1 VX (inv(X) — 3 C(cump(X, C) A (act(C) V oblig(C))))
VX (=inv(X) v 3 C(cump(X, C) A (act(C) V oblig(C))))

Ap: scadedj — V X(act(X) A —aur(X) — scade(X))
—scadedj V ¥ X(—act(X) V aur(X) V scade( X))

As: crestedob — V X(oblig(X) — scade(X))
—crestedob \ ¥ X(—oblig(X) V scade(X))

Ag: VX (inv(X) — (3 C(cump(X, C) A scade(C)) — —bucur(X)))
VX (=inv(X) vV =3 C(cump(X, C) A scade(C)) V —bucur(X))
VX(—inv(X) VY C(—cump(X, C) V —scade(C)) V —bucur(X))

ATENTIE! in Vx(formula), cand transform3m in formula (—, =, ..)
NU se schimbd cuantificatorul care e 7n afara ei (nici la Ix)



Eliminam implicatia, ducem negatia Tnauntru (cont.)

—C : scadedj N crestedob N

=V X(inv(X) A bucur(X) — 3 C(cump(X, C) A act(C) A aur(C)))
scadedj N\ crestedob N

AX(inv(X) A bucur(X) A =3 C(cump(X, C) A act(C) A aur(C)))
scadedj A crestedob N

IAX(inv(X) A bucur(X) AY C(—cump(X, C) V —act(C) V —aur(C)))



Redenumim: nume unice la variabile cuantificate

3. Redenumim variabilele cuantificate:nume unic in fiecare clauzs,
pentru a putea elimina ulterior cuantificatorii. De exemplu:
Vx P(x) V 3xVy Q(x, y) devine  Vx P(x)V3zVy Q(z,y)

Nu e nevoie in exemplul nostru:

Aq:
As:
As:
Ay

VX (=inv(X) v 3 C(cump(X, C) A (act(C) V oblig(C))))
—scadedj V ¥V X (—act(X) V aur(X) V scade(X))

—crestedob V¥ X (—oblig(X) V scade(X))

VX (—inv(X) vV C(—cump(X, C) V —scade(C)) V —bucur(X))

—C: scadedj A crestedob N
X (inv(X) A bucur(X) AY C(=cump(X, C) V mact(C) V —aur(C)))



Skolemizare: elimindm cuantificatorii existentiali

4. Pentru dy n interiorul lui Vxy...Vx,, introducem o functie Skolem

y = g(x1,...,xp): valoarea lui y depinde de xi,...x,
A1: VX (=inv(X) v 3 C(cump(X, C) A (act(C) V oblig(C))))
devine

VX (—inv(X) V (cump(X, f(X)) A (act(f(X)) V oblig(f(X)))))
acel C care exista depinde de X = alegem o noud functie f(X)

Atentie! fiecare cuantificator primeste o noud functie Skolem!

Pentru dy in exterior, se alege o noud constanta Skolem

—C: scadedj A crestedob A 3 X(inv(X) A bucur(X)
AY C(=cump(X, C) V —act(C) V —aur(C)))
n loc de 3X alegem pentru X o noud constanta b:
scadedj N crestedob A inv(b) A bucur(b)
AYC(—cump(b, C) V —act(C) V —aur(C))



Forma normala prenex. Eliminam cuantificatorii universali

5. Ducem cuantificatorii universali Tn fatad: forma normal3d prenex

Ag: YX(—inv(X) VY C(—cump(X, C) V —scade(C)) V —bucur(X))
VXV C(=inv(X) V —cump(X, C) V —scade(C) V —bucur(X))

6. Elimindm cuantificatorii universali
(devin impliciti, o variabild poate fi Tnlocuitd cu orice termen).

A1z —inv(X) V (cump(X, f(X)) A (act(f(X)) V oblig(f(X))))
Ay —scadedj V —act(X) V aur(X) V scade(X)

As: —crestedob V —oblig(X) V scade(X)

Aa: —inv(X) V —cump(X, C) V —scade(C) V —bucur(X)

—C: scadedj A crestedob A inv(b) A bucur(b)
A(=cump(b, C) V —act(C) V —~aur(C))



Forma clauzala

7.Ducem conjunctia in exterior (prin distributivitate) si scriem
fiecare clauza separat (formd clauzald)

(1) =inv(X) Vv cump(X, f(X))

(2) —inv(X) V act(f(X)) V oblig(f(X)))

(3) —scadedj V —act(X) V aur(X) V scade(X)

(4) —crestedob \/ —oblig(X) V scade(X)

(5) —inv(X) V —cump(X, C) V —scade(C) V —bucur(X)
(6) scaded;

(7) crestedob

(8) inv(b)

(9) bucur(b)

(10) =cump(b, C) V —act(C) V —aur(C)



Generam rezolventi pana la clauza vida

Cautdm predicate P(...) si =P(...) si unificdm, obtinand rezolventii:

(11) —act(X) V aur(X) V scade(X) (3, 6)
(12) ~cump(b, C) V —act(C) V scade(C) (10, 11, X=0C)
(13) —oblig(X) V scade(X) (4, 7)

Cand unificam, redenumim clauzele s3 nu aibe variabile comune:
(13) —oblig(Y) V scade(Y) vom unifica cu (2), redenumim X

(14) —inv(X) V act(f(X)) V scade(f (X)) (2,13, Y=X)
(15) —cump(b, (X)) V =inv(X) V scade(f (X)) (12, 14, C=£(X))
(16) ~cump(b, C) V —scade(C) V —bucur(b) (5,8, X=b)
(17) =cump(b, C) V —scade(C) (9, 16)
(18) =cump(b, f(X)) V —inv(X) (15, 17, C=f(X))
(19) —inv(b) (1, 18, X=b)
(20) @ (contradictie = succes in reducerea la absurd) (8, 19)



Rezumat

Putem traduce (formaliza) afirmatii din limbaj natural in logica
predicatelor

Putem demonstra teoreme prin reducere la absurd:

negam concluzia
transform3m in forma clauzald (conjunctie A de disjunctii V)

prin metoda rezolutiei gasim o contradictie (clauza vid3)



