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Logica apare in programare!

... pentru ca orice program trebuie gandit
Tn logicd, putem exprima declarativ proprietati in structuri de date.
Un dictionar contine doud valori egale? E o permutare?

module M = Map.Make(String)
is_inj m = M.for_all ( kv >
(M.exists ( k2 v2 > k2 <> k & v2 = v) m)) m
is_perm m =
M.for_all ( _ v -> M.exists ( k_>k=v)mmn

im = M. (singleton "a" "1" |> add "b" "2" [|> add "c" "1")

nan n n

pm = M. (singleton "a" "b" |> add "b" "c" [|> add "c" "a")
resl = is_inj im (* false *)
res2 = is_perm pm (* true *)

Functiile for_all si exists pe colectii fac ele parcurgerea,
trebuie doar sa indicam proprietatea dorita



Cat de generala e o demonstratie?

Vx(boy(x) V girl(x) — child(x))
—boy(x) V —girl(x) V child(x)

—3Ix(child(x) A getstrain(x)) — —=3x(boy(x) A good(x))
negata: (—child(y) V —getstrain(y)) A boy(c) A good(c)

—boy(x) V A boy(c)V B
Demonstram prin rezolutie: Alx—c]VB

Demonstratia e ficutd far3 a tine cont (sau ntelege) semnificatia
predicatelor boy, child, good, etc.

= puteau fi P(x), Q(x), R(x),...

Demonstratia e bun3 pentru orice predicate care satisfac ipotezele.



La ce e buna o demonstratie generala?

Exemplu de teorema:
O relatie de echivalentd defineste o partitie a multimii de definitie.

Vx R(x, x) reflexivitate
NYxVy(R(x,y) — R(y,x)) simetrie
NYxVyVz(R(x,y) A R(y,z) — R(x, z)) tranzitivitate
— VxVy(—=3z(R(x,z) A R(y, z)) clase disjuncte

Wz(R(x, z) <> R(y,z))) sau clase identice

Teorema e adevarata indiferent de semnificatia atribuitd lui R(x, y)

(indiferent de interpretare). R ar putea fi (printre altele):
R(x,y) e = y mod d (acelasi rest la impartirea cu d)

R(x,y) et length(x) = length(y) liste/siruri de aceeasi lungime

Definim mai precis ce Tnseamna o demonstratie.



Recapitulam: sintaxa logicii predicatelor

Formulele logicii predicatelor sunt definite structural recursiv:

Termenii
variabild v sau constanta ¢
f(tr, -, tn) cu f functie n-ard si ty,--- , t, termeni

Formule (well-formed formulas, formule bine formate):

P(t1, - ,tn) cu P predicat n-ar; t1,--- , t, termeni

Qo unde « este o formul3

a— unde «, 8 sunt formule

Vv a cu v variabild, o formul3: cuantificare universald
t =t cu t1, tp termeni (in logica de ord. | cu egalitate)

Fatd de logica propozitionald, n loc de propozitii avem predicate
(peste termeni).
Logica se numeste de ordinul |, deoarece cuantificatorii logici se

pot aplica doar variabilelor.



Sintaxa si semantica

Ca n logica propozitionald (si pentru orice limbaj), deosebim
sintaxa = forma, regulile dupa care construim ceva
(aici, formule)

semantica = intelesul constructiilor de limbaj

La fel ca in logic propozitionald, lucram cu
deductia (demonstratia): procedeu pur sintactic

implicatia / consecinta logicd (consecinta semanticd):
interpretam formula (intelesul ei, valoarea de adevar)

Ne intereseaza corespondenta dintre aceste doua aspecte.



Axiomele calculului predicatelor

Definim: putem substitui variabila x cu termenul t in Yy daca:
x nu apare liber in ¢ (substitutia nu are efect) sau
X se poate substitui cu t Tn ¢ si y nu aparein t

Al:
A2:
A3:
A4:
Ab:
Ab:

In logica cu egalitate, adaugam si

(nu putem substitui variabile legate)

a—(f—a) (A1-A3 din logica propozitionald)
(@ = (B =)= (a=p5)=(a—=7)

(=8 = —a) = (a = f)

Vx(a — B) = (Vxa — Vx[)

Vxa — a[x < t] dacd x poate fi substituit cu t in «

a — Vxa  dacd x nu apare liber Tn

A7: x=x

A8: x=y—a=0

unde 3 se obtine din « Tnlocuind oricate din aparitiile lui x cu y.

Regula de inferentd: e suficient modus ponens:

A A— B
B



Deductie

Fie H o multime de formule. O deductie (demonstratie) din H

e un sir de formule A, Ay, -+, A,, astfel caVi€ 1,n

1. A; este o axiomd, sau

2. A; este o ipotezd (o formuld din H), sau

3. Aj rezultd prin modus ponens din A;, A anterioare (j, k < i)

Spunem c3d A, rezultd din H (e deductibil, e o consecintd). Notdm:
HE A,



Alte reguli de inferenta

Vx o(x)
o(c)

unde ¢ e o constant3 arbitrard (nu apare anterior in demonstratie)

instantiere universald (vezi A5)

Daca ¢ e valabil pentru orice x, atunci si pentru o valoare arbitrara c.

p(c) : e
— generalizare universald (vezi A6)
Vx ¢(x)
unde ¢ e o valoare arbitrard (nu apare n ipoteze)
Daca ¢ e valabild pentru o valoare arbitrara, e valabild pentru orice x.

Ix p(x) . . . -
—_— instantiere existentiala
¢(c)
Dac3d existd o valoare cu proprietatea ¢, o instantiem (cu un nume nou).
c . . -
L generalizare existentiala
Ix ¢(x)

Daca ¢ e adevarata pentru o anumita valoare, exista o valoare care o
face adevarata.



Cum interpretam o formulad ?

Intuitiv, gdsim un inteles pentru fiecare simbol din formula:

O interpretare (structurd) | in logica predicatelor constd din:
o multime nevidd U numitad universul sau domeniul lui |
(multimea valorilor pe care le pot lua variabilele)
pentru orice simbol de constanta ¢, o valoare ¢; € U
pentru orice simbol de functie n-ara f, o functie f; : U" — U
pentru orice simbol de predicat n-ar P, o submultime P; C U".
(o relatie n-ard pe U)
Deci, dam o interpretare fiecarui simbol din formul3.

O interpretare nu d3 valori variabilelor (vezi ulterior: atribuire).
VxVyVz.P(x,y) A P(y,z) = P(x, z) tranzitivitate
De exemplu: universul U = numere reale; predicatul P: relatia <

JeVx —A(x, e) existenta multimii vide. A(x,y) e x €y

Vx.Vy.P(x,y) = 3z.P(x,z) A P(z,y)
G3siti o interpretare Tn care e adevaratd si una n care e falsa ?



Interpretari, atribuiri, valori de adevar

Fie I o interpretare cu univers U
si fie V multimea tuturor simbolurilor de variabile.

O atribuire este o functies: V — U
(d3 fiecarei variabile libere o valoare din univers)

= din atribuirea s se poate obtine valoarea pentru orice termen
(stim valoarea fiecarei variabile si intelesul fiecarei functii)

Interpretarea | da si ntelesul fiecdrui predicat

= putem calcula valoarea de adevar a unei formule
-, — etc. au ntelesul cunoscut din logica propozitionala
trebuie definit ntelesul (semantica) lui V

Spunem c3 Vx e adevaratd n interpretarea / cu atribuirea s daca
e adevdratd Tnlocuind x cu orice valoare d € U din univers.



Modele si tautologii

Un model pentru o formul3d ¢ e o interpretare Tn care formula
e adevarata pentru orice atribuire a variabilelor.
Spunem c3 ¢ e adevaratd in interpretarea /, si notam | = ¢

Obs: Dac3 o formuld nu are variabile libere, valoarea ei de adevar
depinde doar de interpretare, nu si de vreo atribuire.

Def: O tautologie e o formuld adevarata in orice interpretare.

Spre deosebire de logica propozitionald, in logica predicatelor,
numarul interpretarilor e infinit
= nu mai putem construi exhaustiv tabelul de adevar.

E esential deci sa putem demonstra o formula
(pornind de la axiome si reguli de inferentd)



Implicatia logicd (consecinta semanticd)

Fie H o multime de formule si C o formula.
Notdm / = H daca | e un model pentru fiecare formuld din H.

Spunem cd H implicd C (H |= C) dacd pentru orice interpretare /,
I = H implicd | = C

(C e adev. in orice interpretare care satisface toate ipotezele din H)



Consistenta si completitudine

La fel ca n logica propozitional3
deductia (demonstratia) se face pur sintactic
consecinta/implicatia logicd e o notiune semantic3,
considerand interpretari si valori de adevar.

Calculul predicatelor de ordinul | este consistent si complet
(la fel ca si logica propozitionald):
H+ C dacd si numai dacd H = C
Concluzia C se poate deduce (demonstra) F din ipotezele H dacd
si numai dac3 ea e o consecintd semanticd |= a ipotezelor H
(e adevaratd in orice interpretare care satisface toate ipotezele)

Dar: relatia de implicatie logica e doar semidecidabila

dacad o formul3d e o tautologie, ea poate fi demonstrata

dar dacd nu e, incercarea de a o demonstra (sau o refuta) poate
continua la nesfarsit



Programare logica: Prolog

Programatorul specificd declarativ ce se stie despre problema.
Interpretorul gaseste solutiile cautand demonstratii.

fiu(ion, petre). fapte (predicate adevarate)
fiu(george, ion).

fiu(radu, iomn). . . .
fiu(petre, vasile). reguli: :- e implicatie <
desc(X, Y) :- fiu(X, Y). scrisa: stanga dacd dreapta
desc(X, Z) :- fiu(X, Y), desc(Y, Z). virgula e conjunctie A

X e descendentul lui Y daca X e fiul lui Y.

Variabilele din stdnga sunt cuantificate universal (in ambele parti)
Variabilele care apar doar in dreapta sunt cuantificate existential.

X e descendent al lui Z daca existd Y astfel incat X e fiul lui Y
si Y e descendent al lui Z

Regula 2: VXVZ.desc(X, Z) < 3Y.fiu(X,Y) A desc(Y,Z)
VXVZ.desc(X,Z) VVY—(fiu(X,Y)Adesc(Y, Z))
Eliminand cuantificatorii universali rezulta:
desc(X,Z)V —fiu(X,Y)V —desc(Y, Z)



Rezolutia in Prolog

Fie ca intrebare/scop/tinta (engl. goal) desc(X, vasile).
O solutie = o valoare pentru X care face predicatul adevarat.
O formuld e realizabild daca negatia e o contradictie.

Scriem negatia intreb3rii: — desc(X, vasile).
adica: desc(X, vasile) e fals pentru orice X.
Incercam s3 derivam o contradictie cu ipotezele folosind rezolutia.

Alegem pentru unificare prima reguld (redenumind cu variabile noi):
desc(X1, Y1) V = fiu(X1, Y1).
Obtinem ca rezolvent = fiu(X, vasile). X1=X, Yi=vasile

Se poate unifica cu faptul nr. 4 fiu(petre, vasile).
Obtinem ca rezolvent clauza vid3 (contradictie) X=petre

Deci, desc(X, vasile) NU e fals pentru orice X.
desc(petre, vasile) e adevarat. X=petre e o solutie.

Gasim Tn continuare si alte solutii...



Exemplu Prolog (cont.)

Pornim tot cu negatia intrebarii: —-desc(X, vasile).

Unificdm cu regula 2 (redenumind din nou variabilele):
desc (X2, Z2) V = fiu(X2, Y2) V - desc(Y2, Z2)
Obtinem: — fiu(X, Y2) V- desc(Y2, vasile) X2=X, Z2=vasile

Unificdm cu fiu(ion, petre) (nr. 1) X=ion, Y2=petre
Obtinem rezolventul — desc(petre, vasile).

Am obtinut Tnainte desc(petre, vasile) = derivdm clauza vida.
= X=ion e Tncd o solutie pentru intrebarea initiala.

Daca ntrebarea are variabile, interpretorul Prolog va genera toate
solutiile posibile (toate unificarile/substitutiile pentru variabile).

Altfel, determina dac3 predicatul dat (fdra variabile) e adevdrat.



Exemplu Prolog: inversarea listelor

Notiunile recursive se scriu similar in logica si programare functionala.
Pentru liste folosim constanta nil (lista vidd) si constructorul cons.
Inversarea devine predicat cu 3 argumente: lista, acumulator, rezultat.

rev3(nil, R, R).
rev3(cons(H, T), Ac, R) :- rev3(T, cons(H, Ac), R).
rev(L, R) :- rev3(L, nil, R)

Cand lista e vida, rezultatul e acumulatorul.
Altfel, addugand capul listei la acumulator, obtinem acelasi rezultat.
Inversarea se obtine ludnd acumulatorul (auxiliar) lista vida.

Dand ca intrebare rev(c(1,c(2, c(3, nil)))), X) obtinem
X = ¢(3,¢(2,c(1, nil))), derivarea (rationamentul) fiind:

rev(c(1, c(2, c(3, nil))), X) Li=c(1,c(2,c(3,nil))), R1=X
— rev3(c(17c(27 c(3, nil))), nil, X) H1=1, T1=c(2,c(3,nil)), Acl=nil
— rev3(c(2,¢(3, nil)), c(1, nil), X) H2=2, T2=c(3,nil), Ac2=c(1,nil)
« rev3(c(3, nil), (2, c(1, nil)), X) H3=3, T3=nil, Ac3=c(2,c(1,nil))
<« rev3(nil, c(3, c(2, ¢(1, nil))), X) X=c(3,c(2,c(1,nil)))



Rezolutie si programare logica

Prolog foloseste un caz particular de rezolutie: clauzele Horn
= clauze cu cel mult un literal pozitiv

clauze definite: p;j <— hy A ... A hg (implicatie)
se transforma in p; V —hy V ... V -hg doar p; pozitiv
fapte: p; (se afirmd, ipoteze) pj pozitiv
intrebare/scop/tintd (goal): false <— g1 A ... A\ gm
(aratd prin contradictie cd g1 A ... A gm € adevdratd)
se transforma n =g V ... V =gm

Pentru astfel de clauze, exista o0 metoda de rezolutie mai simpla:

se porneste de la tinta

se cautd rand fiecare scop partial g;j Tn concluziile clauzelor si se
Tnlocuieste cu conjunctia premiselor din clauza

privit ca rezolutie: se unificd un scop —gj cu o concluzie p;,
rezultd Tnlocuirea cu —hy V ... V —hy



Cum se face unificarea si ce putem invata de aici?

in logica predicatelor, rezolutia unificd un literal cu negatul lui:
AV P(t1,tp,..0ty) si BV =P(t,t),...t))
dacd putem unifica (“potrivi”) argumentele lui P si =P: t; cu tf,...

O substitutie e o functie care asociaza unor variabile niste termeni:
{Xl = t1, ..., Xpn tn}

Doi termeni se pot unifica daca exista o substitutie care 7i face egali
(o asemenea substitutie se numeste unificator)

f(x,g(y,z), t){x = h(z),y = h(b), t — u} = f(h(z),&(h(b), 2), u)
Termenul T cu substitutia o se noteaza uzual postfix: To

Substitutia gasitd se aplica predicatelor care raman (rezolventul):
AV P(t1, ta,...7ty) BV =P(t1,t), ...t})
Ao V Bo




Reguli de unificare

O variabild x poate fi unificatd cu orice termen t (substitutie)
dacd x nu aparein t dar nu: x cu f(g(y), h(x, z))
pentru ca altfel, substitutia ar duce la un termen infinit

(Dar putem unifica o variabild cu ea ins3si, x cu x)

Doi termeni f(...) pot fi unificati doar dacd au functii identice, si
argumentele (termeni) pot fi unificate unul cate unul

doud constante pot fi unificate doar daca sunt identice
caz particular, functii cu zero argumente

= cu aceste reguli, se poate scrie un algoritm recursiv de unificare
care determind cel mai general unificator
(orice alt unificator se poate obtine din el printr-o altd substitutie)

Daca unificam pe x cu y si apoi pe y cu f(z,a), atunci si x e
unificat cu f(z, a) = relatie de echivalentd



Union-Find

Structura de date+algoritm pentru lucru cu clase de echivalents.
Operatii:
find(element): gaseste reprezentantul clasei de echivalentd

union(eleml, elem?2): declard elementele ca fiind echivalente
(si raman asa mai departe)

Implementare: padure de arbori cu legaturi de la fiu la parinte
find: returneaza rddacina (chiar nodul, dac3 e singur)
union: leagd radacina unuia de radacina celuilalt



Exemplu pentru Union-Find

z]
ralid

find(X) = find(Y) union(Y,S)
= find(Z) =Z leagd find(Y') si find(S)

union( Ty, T2) produce substitutia care unificd Ty cu Tp
un dictionar de la variabile (siruri) la termeni
find(X) d3 (cdutand recursiv) reprezentantul lui X

subst(D, T) face substitutiile din dictionarul D in termenul T



Principiul inductiei matematice

Logica de ordinul | nu e legata de un anumit univers.
dar in matematicd, folosim universul numerelor (intregi sau reali)

Principiul inductiei matematice e (in ciuda numelui)
o reguld de deductie in teoria aritmeticd a numerelor naturale

S-ar putea formula:
VP[P(0) ANVk € N.P(k) = P(k+1)] = Vn e N P(n)
dar formula e n logica de ordinul 2 (cuantificare peste predicate)
in aritmetica lui Peano, e definit ca o schems de axiome (o axiomd
pentru fiecare predicat) = nu necesitd cuantificare peste predicate
Vx[P(0,x) AVn(P(n,x) — P(S(n),x)) = VnP(n, x)]
X: toate celelalte variabile de care depinde predicatul P

Principiul inductiei matem.: echivalent cu principiul bunei ordonari:
Orice multime nevid3 de nr. naturale are un cel mai mic element

Mai general: inductia structurala: demonstram proprietati despre
obiecte tot mai complexe (pt. obiecte definite inductiv/recursiv)



Teoremele de incompletitudine ale lui Godel

Prima teorema de incompletitudine:
Orice sistem logic capabil sa exprime aritmetica elementara nu
poate fi si consistent si complet

i.e., se poate scrie o afirmatie adevarata dar care nu poate fi
demonstrata in acel sistem

Demonstratie: codificind formule si demonstratii ca numere

construim un numar care exprima ca formula sa e nedemonstrabila

A doua teorem3 de incompletitudine:
Consistenta unui sistem logic capabil s3 exprime aritmetica
elementard nu poate fi demonstrata in cadrul acelui sistem.

dar ar putea fi eventual demonstrata n alt sistem logic



