Elemente de logica matematica
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- Calcul propozitional
Calculul predicatelor
Proceduri de decizie pt. realizabilitate
Demonstrare de teoreme prin rezolutie
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lLLogica propozitionala. Sintaxa

Simbolurile logicii propozitionale: propozitii atomice p,q,r,- -
conectorii — si —, si parantezele ().

Formulele logicii propozitionale:

— orice propozitie atomica este o formula

— daca a este o formula, atunci (—«) este o formula.

— daca a si B sunt formule, atunci a« — 8 este o formula.

Operatorii cunoscuti pot fi introdusi ca si abrevieri:
def

~ (@A) = (o= (=6))
G ff((m) — )

—(a=p) = (a—=B)A(B—a))

Notatie simplificata: fara paranteze redundante;
precedenta: —, A, V,—,«>,; asociativitate la dreapta pt. —.
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Functii de adevar (evaluari)

O functie de adevar v: definita pentru toate formulele propozitionale,

cu valoriin {T,F} astfel incat:
— v(p) e definita pentru fiecare propozitie atomica p.
| T daca v(a) =F

v(ma) = { F daca v(a) =T
B | F daca v(a) =Tsiv(B) =F

vl — B) = { T Tn caz contrar
interpretare — o evaluare pentru propozitiile atomice ale unei formule
O intrepretare satisface o formula daca aceasta e evaluata la T
(se spune ca interpretarea e un model pentru formula respectiva).

formula valida (tautologie): adevarata Tn toate interpretarile
formula realizabila (satisfiable): adevarata Tn cel putin o interpretare
formula nerealizabila (contradictie): falsa Tn orice interpretare
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Abordare semantica si sintactica

Abordare semantica, bazata pe implicatia logica (adevarul logic)

HE o

O multime de formule H implica o formula ¢ daca orice functie de
adevar care satisface H (adica toate formulele din H) satisface pe .

Abordare sintactica. demonstratia logica
— bazata pe manipularea sintactica a formulelor:

Este o0 teorema demonstrabila dintr-un set de axiome, pe baza unor
reguli de deductie 7
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Axiome si reguli de deductie

Scheme de axiome pentru logica propozitionala:
Al: (o — (8 — «))

A2: ((a—=(B—7))— ((a—p) = (a—7)))
A3: (((=8) — (ma)) = (((=B) — a) — B))

(denumite scheme pentru ca axiomele se obtin particularizand
cu formule individuale din logica propozitionala)

Introducem o singura regula de deductie (modus ponens, MP):
Din formulele ¢ si ¢ — 1 putem deduce .
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Deductie

Fie H o multime de formule. Se numeste deductie din H un sir de
formule Aq, Ao, ---, Ap, astfel ca:

1. A; este o axioma, sau

2. A; este o formula din H, sau

3. A; rezulta prin MP din doi membri anteriori Aj,Ak cuj <z, k<u.
Spunem ca A, rezulta din H (e deductibil, e consecinta): HF Ay

Exemplu: demonstram ca (¢ — )

(1) o= (@ —®) —¥)) Al
2) p—=((p—=9) =¥)) = (= (p—p) = (p—¢)) A2
(3) (¢ = (p— ) = (¢ — p) MP(1,2)
(4) o — (¢ — ¥) Al
(5) p — ¢ MP(3,4)
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Teorema deductiel

Fie H o multime de formule si o, 8 doua formule.
Atunci H - a — 8 daca si numai daca H U {a} F .
- utilizata ca regula de inferenta suplimentara, simplifica demonstratiile

Alte corolarii:

-daca HFasi H-a — 3, atunci H+ (3
-daca G C H si GF «, atunci H F «
-daca HFG si G o, atunci H F «
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Consistenta si completitudine

Notiuni care stabilesc corespondenta Thtre abordarea sintactica, bazata
pe deductie, si cea semantica, bazata pe valoarea de adevar.

Consistenta: Daca H e o multime de formule, si o este o formula astfel
ca HF «, atunci H = a.
(Orice teorema Tn logica propozitionala este o tautologie).

Completitudine: Daca H e o multime de formule, si o« este o formula
astfel ca H = «, atunci H F «. (Orice tautologie este o teorema).
Demonstratia: bazata pe urmatoarele notiuni si rezultate auxiliare:

O multime de formule H este inconsistenta daca exista o formula «
astfel Tncat H+ o si H - —o.

Orice multime consistenta de formule poate fi extinsa la o0 multime
maximal consistenta (adaugarea oricarei formule o face inconsistenta).

O multime de formule este consistenta daca si numai daca e realizabila.
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Limbaje de ordinul I

Simbolurile unui limbaj de ordinul I sunt:

- parantezele ()

- conectorii = si —

- cuantificatorul V (universal)

- 0 multime de identificatori vg, vy, - pentru variabile

- 0 multime (posibil vida) de simboluri pentru constante

pt. orice n > 1 o multime de simboluri de functii n-are

- pt. orice n > 1 o multime de simboluri de predicate (relatii) n-are

Limbajele de ordinul I cu egalitate: contin si = ca simbol special pe
langa cele de mai sus.
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Termeni si formule de ordinul 1

Termenii unui limbaj de ordinul I (definiti structural recursiv)

- orice simbol de variabila vy

- orice simbol de constanta c

- f(t1,---,tn), daca f e un simbol de functie n-ara si tq,---,tn sunt
termeni

Formulele (bine formate) (well-formed formulas) unui limbaj de ord. I:
- P(t1,---,tn), unde P e un predicat n-ar si tq,---,tn sunt termeni

- t1 = to, unde t71 si t» sunt termeni (pt. limbaje cu egalitate)

- —a, unde o este o formula

- o — 3, unde o, sunt formule

- Yupe unde v, € O variabila si ¢ € o formula
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Interpretari si evaluari

O interpretare (structura) I pt. limbajul de predicate £ consta din:
- 0 multime nevida U numita universul sau domeniul lui I
(multimea valorilor pe care le pot lua variabilele)

- pentru orice simbol de constanta ¢, o valoare c; € U

- pentru orice simbol de functie n-ara f, o functie f: U™ —- U

- pentru orice simbol de predicat n-ar P, o submultime P; C U".

Fie I o interpretare cu univers U pentru L, si fie V multimea tuturor
simbolurilor de variabile din L. O evaluare este o functie s:V — U.
Extinzand evaluarea s la termeni si formule obtinem o functie (valoare)
de adevar pentru formulele din £. Notam I = s(p) sau I = ¢]s].
Definim: I = s(Vxyp) daca I = s,.4(¢) pentru orice d € U, unde

d daca variabila v este x

S este atribuirea s v) = : - s
z—d ve-d(V) s(v) pentru orice alta variabila v

Notam I = ¢ (I e un model pt. ¢) daca I = s(p) pt. orice evaluare s.
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Axiomele calculului predicatelor

12

Definim: variabila x se poate substitui cu termenul ¢t Tn Yye daca:

- x Nnu apare liber Tn ¢ sau
-y NU aparein t si x se poate substitui cu t Tn ¢

Al:
A2:
A3:
A4
Ab5:
AG:

(o = (B — )

((a—= (B —=7)) = (a—=B)—(a—17)))

(((=8) = () = (((=8) — a) — B))

(Vz(a — B) — (Vza — Vz3))

(Vxa — alr «— t]), daca z poate fi substituit cu ¢t Tn «
(o — Vaxa) daca x nu apare liber in «

Pentru egalitate, adaugam si

AT:

r — X

AS8: x=y—>a:5

unde B se obtine din o Tnlocuind oricate din aparitiile lui = cu y.

Verificare formala. Curs 6
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Consistenta si completitudine

Fie H o multime de formule si ¢ o formula. Spunem ca H implica ¢
(H = ¢) daca pentru orice interpretare I, I = H implica I = .

Calculul predicatelor de ordinul I este consistent si complet (la fel ca
si logica propozitionala):

Pentru orice multime de ipoteze H, si orice formula ¢, H - ¢ daca si
numai daca H = .

ODbs: Notiunea de completitudine de mai sus este diferita de cea de a
stabili daca din axiome se poate deduce orice formula (sau negatia ei).

Intrebarea daca H + ¢ este Tn general nedecidabili.
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Realizabilitate. Aplicatii

Problema: Sa se determine daca o formula propozitionala e realizabila.

Contextul: Tn general, formule complexe, de sute sau mii de variabile.

Problema apare:

- Tn determinarea echivalentei a doua circuite sau modele

- Cca pas elementar Tn demonstrarea de teoreme

- folosire Tn loc de BDD-uri pentru model checking simbolic

Reprezentarea: forma canonica (normala) conjunctiva
Proceduri de decizie performante: bazate pe algoritmul Davis-Putnam.

Notiuni: clauza unitate: formata dintr-un singur literal
literal pur: apare numai pozitiv (similar: numai negat)
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Algoritmul Davis-Putnam

function Satisfiable (lista de clauze S)
repeat
for fiecare clauza unitate sau literal pur L din S do
elimina toate clauzele ce contin L
elimina — L din toate clauzele
If S e vida return TRUE
elsif S contine clauza nula return FALSE
until nu mai apar modificari
alege un literal L din S pt. descompunere (adevarat/fals)
If Satisfiable (S U {L}) return TRUE
elsif Satisfiable (S U {—-L}) return TRUE
else return FALSE
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Demonstratoare de teoreme

O mare varietate:
- pentru demonstrarea de rezultate din matematica
- pentru verificarea de sisteme (In special programe)

In general, realizate pentru logici de ordin superior
- admit tipuri descrise prin intermediul predicatelor
- au capabilitati de inductie

prin Tnlantuire Tnainte (deriva teoreme apropiindu-se de scop)
- sau Tnapoi (genereaza concluzii intermediare pentru scopul dat)
aplicarea reqgulilor de inferenta: controlata prin tactici
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Metoda rezolutiei. Forma clauzala

Orice formula fara variabile libere din calculul predicatelor poate fi
scrisa Tn forma clauzala trecand printr-o serie de 8 pasi simpli.

Exemplu: Pornim de la
Vz[-P(z) — Jy(D(z,y) A ~(E(f(z),y) V E(z,y))] A ~VzP(z)

(1) Eliminarea tuturor conectorilor Tn afara de A, V, —:
Vz[-=P(z) vV Iy(D(z,y) A =(E(f(x),y) V E(z,y)))] AN ~VxP(x)

(2) Translatarea negatiilor Tnauntru, pana la predicate:
Ve[P(z) vV Iy(D(z,y) A —E(f(z),y) AN —~E(z,y))] A Jz—-P(x)

(3) Redenumirea variabilelor, cu nume unic pt. orice cuantificator
Vz[P(z) vV Iy(D(z,y) AN ~E(f(x),y) AN —E(x,y))] A Iz=P(2)

Verificare formala. Curs 6 Marius Minea



Elemente de logica matematica 18

Forma clauzala (cont.)

(4) Eliminarea cuantificatorilor existentiali (skolemizare)

Pentru dy situat Tn interiorul unui cuantificator Vx, se creeaza o functie
Skolem y = g(x) (valoarea lui y depinde Tn general de cea luata de z).
Altfel, se alege o noua constanta Skolem.

Vz[P(z) V (D(z,g9(z)) A =E(f(z),9(z)) AN ~E(z,g(x)))] A —P(a)

(5) Se aduce la forma normala prenex (toti cuantificatorii V Tn fata):
V([P (z) V (D(z,g(z)) AN —E(f(z),9(z)) N —E(z,g(z)))] AN —P(a))

(6) Se elimina prefixul cu cuantificatorii universali

[P(z) V (D(z, g(z)) AN —E(f(z),9(z)) AN —E(z,g(x)))] A —P(a)

(7) Se converteste la forma normala conjunctiva

(P(x)VD(z,g(x)))N(P(x)V-E(f(x),g(x)))N(P(x)V-E(z,g(x)))A-P(a)
(8) Se elimina A si se scriu disjunctii ca si clauze separate
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Principiul rezolutiei

Fie doua clauze, scrise ca si multimi de termeni disjunctivi.
Consideram Tntai cazul formulelor propozitionale.

Numim rezolvent a doua clauze C1, C> Tn raport cu literalul {

(pentru care l € C1, (1) € Cs): rez;(C1,Co) = (C1 \ {I}) U (Cr \ {—1}).
Exemplu: rezy({p,q,r}, {—-p,s}) ={q,r, s}.
(pVgVr)A(—-pVs)—(gVrVs)

Propozitie: C1,Cs = rez;(C1,C5).

Corolar: C1 AC5 e realizabila daca s. n. daca rez;(Cq1,C5) e realizabila.

Determinam realizabilitatea unei formule Th forma normala conjunctiva
repetand adaugarea de rezolventi, si verificand daca se poate deduce
clauza vida.
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Unificarea termenilor

Pentru calculul predicatelor, procedam la fel; Tn loc de un literal [ si
negatia lui, =l consideram Tnsa negatia —I’ a unul literal I’ are sa poata
fi unificat cu el.

Doi literali se pot unifica daca exista o substitutie de termeni pentru
variabilele care apar, astfel Tncat literalii sa devina identici.

Exemplu: P(a,z,y) Si P(z, f(2),b) se pot unifica in P(a, f(a),b).

Pentru a unifica doi literali: se unifica succesiv termenii de pe aceeasi
pozitie a argumentelor (pt. functii si predicate) pana cand se ajunge la
acelasi literal, sau unificarea devine imposibila (se ajunge la simboluri
de functii diferite, sau la unificarea lui x cu un termen ce contine pe x)
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