Numarati tipurile

Definim recursiv: un tip este fie tipul de baza T fie un tip de functie T3 — T5, unde T3 si T sunt tipuri.
Asociem fiecarui tip un numar de ordine unic: N(T) = 0, N(T} — Ty) = 2N . (2. N(Tp) + 1) .

Astfel, tipurile in ordine crescitoare a numerelor sunt: T, T—=T, (T—>T) =T, T (T—>T), ...
Cand T; sau Ty sunt tipuri de functie, se scriu intre paranteze.

Programul va citi din figierul tipuri.in un numar natural n .
Programul va scrie in figierul tipuri.out pe doua linii:
primul tip care se scrie cu n sageti si numarul sau de ordine
(presupus a incape in cel mai mare intreg admis de limbaj).
Tipurile se scriu fara spatii, si cu -> pentru sageata.

Exemplu
tipuri.in tipuri.out
3 ((T->T)->T)->T
4

Solutie Pentrun > 0, tipul cautat are forma T7 — T5, unde T} si T au nq, respectiv ng sageti gi n1+ns = n—1.
Cum 2V (2 N(Ty) 4 1) e crescitoare in N(T}) si N(T), T1 si T» trebuie si aibe si ele numar de ordin minim.

Daca M, e ordinul minim pentru tipuri cu n sageti, avem: My =0, M,, = +min ) oM,y (2M,, +1).
nyirnzxg=n—

Avem deci o problema obisnuita de programare dinamica: putem calcula M, si stoca valorile Intr-un tabel:
My =2°2-2041) =1, My = min{2M0(2 M, 1),2M1 (2 My + 1)} = 2, M3z = 4, M, = 9, etc.

Calculul direct al minimului pentru toate combinatiile 7y + no = n — 1 nu e fezabil pentru ca M, creste
exponential (comparabil cu 2"~1), iar unele variante din calculul minimului chiar dublu exponential: incercand
ni =n — 1,ny = 0, obtinem 2M»-1 ~ 22" care depasesgte rapid (n = 8) domeniul intregilor reprezentabili.
Cum 2F creste mult mai repede decat 2k + 1, pentru minim trebuie si incercam valori mici pentru n;:
n=0,My=0ny=n—-1—12M,_1+1) Exemplu (n=>5): 19
nm=1M=1n=n—-2-—22M,2+1) Exemplu (n=5): 18
n=2,My=2n=n—-3—42M,_3+1) Exemplu (n=5): 20
Pentru n; = 3 avem M3 = 4 gi obtinem 16(2 M,,_4 + 1), care, presupunind M,, ~ 2"~ ! e deja de circa doui ori
mai mare decit variantele anterioare (exemplu pentru n=>5: 48).

Observatia simplifica obtinerea minimului, din mai putine variante, si rezolva problema depasirii premature,
dar trebuie si fim siguri ci e corectd, ca sa nu pierdem un caz valid de minim. Putem face acest lucru
simplu, calculand minimul m din primele 3 cazuri (n; = 0, 1,2), si verificind pentru restul cazurilor logaritmul:
log(2Mn1 (2 M,,, + 1)) > logm, adica M,,, +log(2 M,, + 1) > logm, ceea ce se poate face fara depasire.

Scrierea unui tip 7'(IN) stiind numarul de ordin N se face simplu recursiv: T(0) = T, iar N > 0 se descompune
in forma 271 (2 Ny + 1), si scriem T(N) = T(N;) — T'(N), punand paranteze in jurul tipurilor compuse.

Analizand mai atent, putem demonstra prin inductie o recurenta in functie de restul modulo 3 al lui n:
Moy =0, Msp41 = 2Ms + 1, Mapio = 2(2Msg, + 1), Mspi3 = 4(2 M3 + 1), iar pentru tipul de ordin minim:
To = T7 T3k+1 =T —> T3]€7 T3k+2 = (T — T) — Tgk, T3k+3 = ((T — T) — T) — T3k, (k‘ > 0), deci putem
calcula raspunsul din 3 in 3. (Demonstrati ca 2"~! < M,, < 2" — 1 pentru n > 0, si cd n; > 2 nu poate da
minimul, apoi ardtati cd din cazurile ny = 0,1, 2, minimul corespunde relatiilor date).

Ca exercitiu matematic suplimentar: demonstrati ca M,, = [2"72/7] .

Testele de concurs:

0: 0 T

4: 9 T->(((T->T)->T)->T)

8: 146 (T->T)->(((T->T)->T) —>(((T->T)->T)->T))

10: 585 T->(((T->T)->T)->(((T->T)->T) ->(((T->T)->T)->T)))

14: 9362 (T->T)=>(((T->T)->T) =>(((T->T) ->T) => (((T->T) ->T) > (((T->T) ->T)->T))))

19: 299593 T->(((T->T)->T) =>(((T->T) ->T) ->(((T->T) ->T) => (((T->T) ->T) -> (((T->T) ->T)
=>(((T->T)->T)->T))))))

24: 9586980 ((T->T) ->T)—>(((T->T) —>T) > (((T->T) —>T) ->(((T->T) ->T) ->(((T->T) ->T)

> (((T->T)->T)->(((T->T)->T)->(((T->T)->T)->T)))))))

26: 38347922 (T->T)->(((T->T)->T) ->(((T->T) ->T) -> (((T->T) ->T) > (((T->T) ->T) -> (((T->T) ->T)
> (((T->T)->T)->(((T->T) ->T) ->(((T->T)->T)->T))))))))

29: 306783378 (T->T)—>(((T->T)->T) ->(((T->T) ->T) > (((T->T) ->T) -> (((T->T) ->T) > (((T->T) ->T)
=>(((T->T)->T) ->(((T->T) ->T) ->(((T->T) ->T) ->(((T->T)->T)->T)))))))))

31: 1227133513 T->(((T->T)->T)->(((T->T)->T)->(((T->T)->T)->(((T->T)->T) ->(((T->T)->T)
=>(((T->T)->T) =>(((T->T) ->T) => (((T->T) ->T) => (((T->T) ->T) ->(((T->T)->T)->T))))))))))



