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De ce logica

E necesara in programare si dincolo de ea
n rationamente, argumente, etc.

Logica propozitionalda e unul din cele mai simple limbaje
asa cum codificdm numere, etc. in biti
putem exprima probleme prin formule in logica

Problema de azi: fiind data o formula, poate fi adevarata ?
(realizabilitate, engl. satisfiability) = SAT checking



Ce stim despre logica?

Stim deja: operatorii logici $I (A), SAU (V), NU (—)
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Implicatia logica —

pP—q

Semnificatie: dacd p e adevarat, atunci g e adevarat (if-then)
dacd p nu e adevdrat, nu stim nimic despre g (poate fi oricum)

Deci, p — g e fals doar daca p e adevarat si g e fals
(g ar trebui s3 fie adevdrat)
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Atentie! fals implic3 orice!
= un rationament cu o veriga falsa poate duce la orice concluzie

Implicatia nu Tnseamn3d cauzalitate
un fapt adevarat implica orice fapt adevdrat (fara legdturd)
fals implic3 orice



Logica propozitionala, mai riguros

Limbajul logicii propozitionale: format din simboluri pentru
propozitii: p, q, r, etc.
operatori (conectori logici): -, —
paranteze ()

Formulele logicii propozitionale:
orice propozitie atomica este o formulad
dacd « este o formuld, atunci (—c) este o formuld.
dacd « si B sunt formule, atunci (o« — () este o formul3.

Operatorii cunoscuti pot fi definiti folosind — si —-:
a/\ﬁdgﬁ(a%ﬂﬁ)
aVp e o 154
a8 (a=B)A(B—a)

(am renuntat la parantezele redundante)



Calculul in logica: functii de adevar

O functie de adevar v: atribuie la orice formula o valoare de adevar
{T,F} astfel incat:
v(p) e definita pentru fiecare propozitie atomicd p.
v(=a) = { T daci v(a)=F
F daci v(a)=T
[ F dacd v(o) =Tsiv(B)=F
V(o= 6) = { T n caz contrar

O interpretare a unei formule = o evaluare pentru propozitiile ei

O intrepretare satisface o formuld dac3 o evalueazd la T.
(interpretarea e un model pentru formula respectivd).

O formul3d poate fi:
valida (tautologie): adevarat3 in toate interpretarile
realizabild (satisfiable): adevaratd in cel putin o interpretare
nerealizabild (contradictie): falsa Tn orice interpretare



Implicatia logicd (adevarul logic)

O multime de formule H = {¢1,...,¢n} implicd o formuld ¢
HiEe

dac3d orice functie de adevar care satisface H (formulele din H)

satisface ¢

Pentru a stabili implicatia logica trebuie sa interpretam formulele

(cu valori/functii de adevar)
= lucrdm cu semantica (intelesul) formulelor



Deductii logice

O variant3a de a stabili adevarul unei formule Th mod sintactic
(folosind doar structura ei)

bazata pe o reguld de deductie

$1 Y1 — P2

modus ponens
©2 p

(din @1 si 1 — @2 deducem ¢3)

si un set de axiome (formule care pot fi folosite ca premise/ipoteze)
Al: a— (— a)

A2 (o= (B—=7) = (= B) = (a—=7))

A3 (=8 = —a) = (a— B)



Deductie

Fie H o multime de formule. Numim deductie (demonstratie) din
H un sir de formule A1, Ay, - -+ , A, astfel ca:

1. A; este o axiom3, sau

2. A; este o formul3d din H, sau

3. Aj rezultd prin MP din Aj, A, anterioare (j, k < i)

Spunem c3 A, rezultd din H (e deductibil, e consecintd): H - A,

Exemplu: demonstram ca ¢ — ¢

(1) o= ((p = 9) = ¥)) Al
R e—=(p—=0)=¢) = (= (p—=9)—=(p—v) A2
(3) (p = (v =) = (p— ) MP(1,2)
4) o= (p—=¢) Al
(5) ¢ = MP(3,4)

Verificarea unei demonstratii e un proces simplu, mecanic (cele 3
reguli de mai sus), chiar dac3 gdsirea demonstratiei poate fi dificil3.



Consistenta si completitudine

H & ¢ : deductie (pur sintactica, din axiome si reguli de deductie)
H = ¢ : implicatie (semanticd, bazat pe tabele de adevar) Care e
legdtura Tntre ele ?

Consistentd: Dacd H e o multime de formule, si  este o formula
astfel ca H - «, atunci H = .
(Orice teorema n logica propozitional3 este o tautologie).

Completitudine: Dacd H e o multime de formule, si « este o
formuld astfel ca H |= «, atunci H - a. (Orice tautologie este o
teorema).



Realizabilitatea unei formule propozitionale (satisfiability)

Se da o formul3 in logica propozitionala.
Exista vreo atribuire de valori de adevar care o face adevaratad ?
= e realizabild (engl. satisfiable) formula ?

(aV bV —d)
A (—aV —b)
A(—aVcV—d)
A(—aVbVc)
G3siti o atribuire care satisface formula?

Formula e in form&d normala conjunctivd (conjunctive normal form)
= conjunctie de disjunctii de literale (pozitive sau neg)

Fiecare conjunct (linie de mai sus) se numeste clauzs



De ce e importanta?

Practic:
in probleme de decizie / constrangere:
Putem gasi o solutie la ... cu proprietatea ... 7

= conditiile se pot exprima ca formule in logica
» in verificarea de circuite (ex. optimizam functia f in fop)
f(vi,...,va) = fopt(v1, ..., V) € echivalent cu

f(vi,...; Vn) @ fope(vi, ..o V) =0
= e corect daca f @ fopr NU poate fi adevdratd

» n verificarea de software (model checking), testare, depanare

» in biologie (determindri genetice), etc.



De ce e importanta?

Teoretic:

E prima problem3 demonstratd a fi NP-completa.
(probleme care se crede cad nu au solutii polinomiale)

O problema e NP-completa daca
o solutie poate fi verificatd in timp polinomial (e in NP)
(a verifica o solutie e mult mai usor decat a o gasi!)
daca se rezolva polinomial, atunci si orice alta problema din NP.

Cum demonstram c3 o problem3 e NP-complet3 (grea) ?
reducem o problema cunoscuta la problema studiata
= dac3 s-ar putea rezolva polinomial problema noua,
atunci s-ar putea rezolva si problema cunoscuta



Aplicatie: Planificarea

= un termen general pentru probleme de luare de decizie

Exemple:
deplasarile unor roboti inteligenti
comportamentul sistemelor autonome (sonde spatiale)
rezolvarea de probleme (de tip puzzle, jocuri, etc.)

In general: intr-un sistem descris prin stari si actiuni (tranzitii),
cum gdsim o cale de la o stare initiald |la o stare tintd (finald) ?



Exemplu: lumea blocurilor

3]
2| [5]
FIRETI

Actiuni: mutarea unui bloc liber pe alt bloc.

(o] Jeo]ro] =]

Ce actiuni trebuie efectuate ? Care e numarul minim de actiuni ?

! Stdrile si tranzitiile sistemului se pot reprezenta ca formule logice



Reprezentarea unei stari

Putem folosi propozitii (variabile boolene):

2
P2on1 /A P1ono A\ P3ono (2 € pe 1; 1 si 3 pe masa)

Avem nevoie de: n-(n — 1) propozitii pentru perechi de n obiecte,
plus n propozitii care exprimad daca un obiect e pe mas3 (nr. 0)
scriem si propozitiile neadevirate (din totalul de n? propozitii)
TP1on2 A TP1on3 N\ TP20n0 A\ TP20on3 N TP30on1 A TP30n2

Sau: reprezentam pe ce se afld fiecare piesa:
base; = 0 A\ base; = 1 A bases =0
intregi, codificati in binar = total nlog n biti (propozitii)

Codificarea mai compacta nu duce neaparat la rezolvare eficienta.



Reprezentarea unei tranzitii
1

1 B 1 8

oo / v ! v
Efectul mutdrii: pj,,; (notdm cu’ starea urmatoare)
Constrangeri de executie (starea anterioard):



Reprezentarea unei tranzitii

1

1 B 1 8

Efectul mutdrii: pj,,; (notdm cu ’ starea urmatoare)
Constrangeri de executie (starea anterioard):
“P1on2 N T P3on2 (piesa mutatd e liberd)



Reprezentarea unei tranzitii

1

1 B 1 8

Efectul mutdrii: pj,,; (notdm cu ’ starea urmatoare)
Constrangeri de executie (starea anterioard):
“P1on2 N T P3on2 (piesa mutatd e liberd)
—P1on3 N\ T P2on3 (piesa tintd e liberd)



Reprezentarea unei tranzitii

1

1 B 1 8

Efectul mutdrii: pj,,; (notdm cu ’ starea urmatoare)
Constrangeri de executie (starea anterioard):
“P1on2 N T P3on2 (piesa mutatd e liberd)
—P1on3 N\ T P2on3 (piesa tintd e liberd)
Implicit: =p5,n0 A “Phon1 (2 nu va fi pe altceva)



Reprezentarea unei tranzitii

1

1 B 1 8

Efectul mutdrii: pj,,; (notdm cu ’ starea urmatoare)
Constrangeri de executie (starea anterioard):
“P1on2 N T P3on2 (piesa mutatd e liberd)
—P1on3 N\ T P2on3 (piesa tintd e liberd)
Implicit: =p5,n0 A “Phon1 (2 nu va fi pe altceva)
A =P on N P5onn (U va fi altceva pe 2)
A =Pionz (nu va fi altceva pe 3)



Reprezentarea unei tranzitii

1 B 1 8

Efectul mutdrii: pj,,; (notdm cu ’ starea urmatoare)
Constrangeri de executie (starea anterioard):
“P1on2 N T P3on2 (piesa mutatd e liberd)
—P1on3 N\ T P2on3 (piesa tintd e liberd)
Implicit: =p5,n0 A “Phon1 (2 nu va fi pe altceva)
A =P on N P5onn (U va fi altceva pe 2)
A =Pionz (nu va fi altceva pe 3)
Valorile raman la fel pentru perechile neimplicate:
P/10n0 = P1ono N péono = P3on0 N péonl = P3on1

Conjunctia relatiilor descrie mutarea lui 2 pe 3, Tn toate cazurile



Functii si relatii

O functie F : A — B de pe multimea A la multimea B
asociaza fiecarui element din A un unic element din B.

O relatie R intre multimile A si B e o submultime a produsului
cartezian Ax B: RCAXxB
adicd o multime de perechi (a;, bj)

Un element a € A poate fi n relatie cu 0, 1, > 1 elemente din B.
O relatie e mai generald decat o functie.

Daca un sistem poate trece dintr-o stare in mai multe stari,
folosim o relatie ca sa-i descriem tranzitiile.



Reprezentarea sistemului

Spatiul (multimea) starilor S:
dat de propozitiile boolene pionj, 1 < i< n0<j<n, i#]j

Relatia de tranzitie:

se poate executa oricare (SAU) din tranzitiile posibile intr-o stare:
Plono (Mutd 1 pe masd) A constrangeri mutare 1 pe 0

V Plons (Mmutd 1 pe 2) A constringeri mutare 1 pe 2

V ... (total 3 x 3 mutdri potentiale)

V Psone (Mmutd 3 pe 2) A constringeri mutare 3 pe 2

Notdm cu v = (p1, p2, ..., pn) Vvectorul de stare
Relatia de tranzitie e o formuld R(v, V')
Tntre starea curentd si starea urmatoare

Stdrile si tranzitiile sistemului se reprezintd ca formule logice



Gasirea unui plan

Fie So(V) si S¢(v) formulele ce exprima starile initiale si finale

Atingerea lui S¢ din Sp in 1 mutare = e realizabild formula
So(Vo) A R(Vo, Vl) N Sf(Vl)

(Vo e o stare initiald si v o stare finald si e o tranzitie intre ele)

Atingerea lui S¢ din Sp in k mutari = e realizabila formula
50(?0) A R(Vo, Vl) VARTAN R(Vk_l, Vk) A Sf(Vk)

= Gdsim un plan de lungime minim3 cautand succesiv solutii
pentru formule tot mai complexe: 2- N, ..., (k+ 1) - N propozitii

Exista si alti algoritmi dedicati planificarii.
Aici am redus problema la o exprimare simpla, fundamentala:
rezolvarea unei formule boolene



Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

Observatii si reguli simple:
R1) Un literal singur intr-o clauza are o singura valoare fezabila:

in aA(-aVvbVc)A(-aV-bV-c) a trebuie s3 fie 1
in (avVb)A-bA(—-aV-bVc) b trebuie s3 fie 0



Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

Observatii si reguli simple:
R1) Un literal singur intr-o clauza are o singura valoare fezabila:

in aA(-aVvbVc)A(-aV-bV-c) a trebuie s3 fie 1
in (avVb)A-bA(—-aV-bVc) b trebuie s3 fie 0

R2a) Dac3 un literal e 1, pot fi sterse clauzele in care apare
R2b) Daca un literal e 0, el poate fi sters din clauzele in care apare
Exemplele de mai sus se simplifica:
aA(maVbVc)A(maV—bVv-c) T (bVc)A(=bVc)
(aVb)A-bA(-aVv-bve) = a

(si de aici a =1, deci formula e realizabil3)



Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

R3) Dacd nu mai sunt clauze, am terminat (si avem o atribuire)
Daca se ajunge la o clauzd vida, formula nu e realizabild

an(—aVb)A(=bVc)A(maV—bV-c)

S bA(=bV c) A (=bV —c)

=1 c=1 . C v . .
— cA-c — 0 (—c devine clauza vid3 = nerealizabil3)

o

Daca nu mai putem face reduceri dupa aceste reguli ?
aA(maVbVe)A(=bV—c) 5 (bVC)A(=bV—c) 77
R4) Alegem o variabil3 si Tncercam (despartim pe cazuri)

> cu valoarea 1

> cu valoarea 0
O solutie pentru oricare caz e bund (nu cdutdm o solutie anume).
Daca nici un caz nu are solutie, formula nu e realizabila.



Un algoritm de rezolvare

Problema are ca date:
» lista clauzelor (formula)
» multimea variabilelor deja atribuite (initial vid3)

Regulile 1 si 2 ne reduc problema la una mai simpld
(mai putine necunoscute sau clauze mai putine si/sau mai simple)

Regula 3 spune cand ne oprim (avem rdspunsul).

Regula 4 reduce problema la rezolvarea a doua probleme mai simple
(cu o necunoscutd mai putin)

Reducerea problemei la aceeasi problema cu date mai simple
(una sau mai multe instante) Tnseamn3d ca problema e recursiva.

Obligatoriu: trebuie sa avem si o conditie de oprire



Algoritmul Davis-Putnam-Logemann-Loveland

function solve(env: lit set, org-clauses: lit list list)
clauses = simplify-ones(env, org-clauses)
if clauses is empty list then
return true,
if clauses has empty clause then
return false;
if clauses contains single literal a then
solve (env with a=true, clauses)
else if clauses contains literal with one polarity then
{optional}
solve (env with lit=assigned, clauses)
else
return solve (env with a=false, clauses)
or solve (env with a=true, clauses);

Cu optimiziri poate rezolva formule cu 10* — 10° variabile



Implementare: lucrul cu liste si multimi

Structuri de date:
» lista clauzelor (listd de liste de literale)

> multimea literalelor atribuite cu 1

Prelucrari:
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Structuri de date:
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> multimea literalelor atribuite cu 1
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» cautarea unui literal Tn multimea celor atribuite



Implementare: lucrul cu liste si multimi

Structuri de date:
» lista clauzelor (listd de liste de literale)

> multimea literalelor atribuite cu 1

Prelucrari:
» cautarea unui literal Tn multimea celor atribuite

» adaugarea unui literal la multimea celor atribuite



Implementare: lucrul cu liste si multimi

Structuri de date:
» lista clauzelor (listd de liste de literale)

> multimea literalelor atribuite cu 1

Prelucrari:
» cautarea unui literal Tn multimea celor atribuite
» adaugarea unui literal la multimea celor atribuite

» parcurgerea literalelor dintr-o listd (clauzd)



Implementare: lucrul cu liste si multimi

Structuri de date:
» lista clauzelor (listd de liste de literale)

> multimea literalelor atribuite cu 1

Prelucrari:
» cautarea unui literal Tn multimea celor atribuite
» adaugarea unui literal la multimea celor atribuite
» parcurgerea literalelor dintr-o listd (clauzd)
» eliminarea unui literal dintr-o listad (clauzd)

» eliminarea unei clauze dintr-o listd (formula)

= avem nevoie de tipuri de date de nivel Tnalt si operatii cu ele



Iterarea prin liste

env : multime de literale adevarate

1st : list3 de literale (propozitii sau negatii)

Dorim: crearea unei noi clauze din care stergem literalele false
Simplificam : selectam elementele >= 0 dintr-o list3 de Tntregi

let rec clrneg = function
I 00 -> 1
| h :: t ->3if h >= 0 then h :: clrneg t else clrneg t

val clrneg : int list -> int list = <fun>

# clrneg [1; -4; 5; 6; -7; -4; 21;;
- : int list = [1; 5; 6; 2]

Important: s-a creat o lista noud, fard a modifica cea veche
(important n recursivitate: fiecare apel lucreaza cu datele proprii)



Iterarea prin liste

Functia scrisa filtreazd elemente dupa un anumit criteriu.

Pentru alt criteriu s-ar schimba doar testul (h >= 0)
= putem scrie prelucrarea parametrizand criteriul de filtrare:

let rec filter f = function

[ 00 ->1]

| h :: t => if f h then h :: filter f t else filter f t
(* sau, factorizand prelucrarea comuna *)
let rec filter £ = function

[ 1 -> 1[I

| h :: t -> let nt = filter f t in

if £ h then h :: nt else nt

Functia filter exista, predefinitda Tn modulul List
=> nu e nevoie sa rescriem prelucrarea recursiva a listei:
List.filter (fun x -> x >= 0) [1; -2; 3]



Alte prelucrari iterative

iter: aplica o functie la toate elementele listei
List.iter: (’a -> unit) -> ’a list -> unit = <fun>
List.iter print_int [1; -2; 3]

map: creeaza o listd noua aplicand o functie la elemente.

List.map: (’a -> ’b) -> ’a list -> ’b list = <fun>
List.map (fun x -> -x) [1; -2; 3]

Iteratorii sunt polimorfici (aplicabili la orice tip de liste).

Scriem direct functiile aplicate, nu e necesara definirea separata
(functiile se folosesc ca si orice alte valori)

! Cu iteratorii scriem cod simplu, clar, corect, modular.



E timpul sa structuram

Vrem cod independent de reprezentarea literalelor (siruri, intregi...)

E esential: sa putem nega un literal, si sa putem crea mulfimi.
Defini semnatura (interfata) unui tip si un modul de implementare

module type LITERAL = sig (* interfata *)
type t
val compare: t -> t -> int (* necesar pt. multimi *)
val neg: t > t
end
module StrLit = struct (* instantiem tipul propriu-zis *)
type t = Pos of string | Neg of string
let compare = Pervasives.compare (x fct. standard *)
let neg = function
| Pos s -> Neg s
| Neg s -> Pos s
end

(cod dupd Conchon et. al, SAT-MICRO)



Un modul parametrizat

Creem un modul care poate lucra cu orice literal care satisface

interfata (semn&tura) LITERAL definit3.
= putem schimba oricand reprezentarea, pastrand codul

module Sat(L: LITERAL) = struct
module S = Set.Make(L) (* tipul multime de literali *)

exception Sat of S.t (* transmite literalii = T *)

exception Unsat

(¥ aici definim functiile modulului *)

end



Revenim: filtram literalele adevarate

Pastram in clauza c1 doar lit. care nu apar neg in env (R2b)

List.filter (fun lit ->
not (S.mem (L.neg 1it) env)) cl
(* S.mem e functia membru pentru tipul multime S *)

Functia transforma fiecare element din clauses = o noud lista

List.map (fun cl -> List.filter
(fun lit ->
not (S.mem (L.neg lit) env)) cl) clauses

Gasirea unui literal adevdrat e un caz special (R2a)
= nu mai continudm prelucrarea clauzei (exceptie)
= clauza e stearsa = nu putem folosi map



O mapare selectiva a listelor

Inlocuim map cu o functie care poate elimina elemente din lista:

(* am denumit filter_clause filtrarea definita anterior *)
let rec filtermap = function

[ [0 —> 1]

| c1 :: t -> let newcl = filter_clause cl in
if newcl = [] then filtermap t
else newcl :: filtermap t

Daca newcl nu e vid3, e addugata la lista rezultat.
Functia face prelucrdri (::) dupd revenirea din apelul recursiv
= foloseste stiva proportionald cu lungimea listei

Solutie: acumularea rezultatului ca parametru suplimentar
= recursivitate la dreapta (tail recursion)
= transformabild automat Tn ciclu, nu consuma stiva



De la map la o functie mai generala: fold

(* am denumit filter_clause prelucrarea unei clauze/liste *)
let rec filtermap result = function

| [ -> result (* rezultatul acumulat pana acum *)
[ c1 :: t -> let newcl = filter_clause cl in

if newcl = [] then filtermap result t

else filtermap (mewcl :: result) t

Functia se apeleaza recursiv pe coada listei t cu un rezultat partial
care e o functie de cel anterior result si capul listei cl

let rec fold_left f res = function
| [0 -> res
| h :: t -> fold_left £ (f res h) t

fold_left f r [x1;...;xa] = F(...f(F(f r x1) x2) X3...) Xn
Functia e predefinita: List.fold_left



Exemple cu fold_left

Suma elementelor unei liste:
List.fold_left (+) 0 [1; 4; 6]

Produsul elementelor unei liste:
List.fold_left (x) 1 [2; 4; 5; 7]

Inversarea unei liste:
List.fold_left (fun t h -> h :: t) [1 [1; 2; 3; 4]

Functiile filter si map sunt cazuri particulare:
let filter f 1st = List.rev (List.fold_left

(fun r h -> if f h then h :: r else r) [] 1lst)
let map f 1st = List.rev

(List.fold_left (fun r h -> f h :: r) [] 1lst)



Simplificarea clauzelor

Construim lista de clauze noi aplicand fold_left pe clauses
pornind de la lista vida:

let simplify env =
List.fold_left (
fun ncls cl —> (* ncls = lista clauze noi *)
match List.filter
(fun lit -> not (S.mem (L.neg lit) env)) cl with

| [1 -> raise Unsat (* clauza vida *)
| [1it] -> ncls  (* sterge clauza unitate *)
| newcl -> newcl :: ncls (* adaugd clauza modif. *)

) 0

Completam codul:
dacd filter gaseste lit. in env, stergem clauza (exceptie, R2a)
un literal unitate [1it] e ad3ugat la env ca 1 (R1+R2a)



Lucrul cu exceptii

raise exceptie

genereaza exceptia numita

try expresie with exceptie —=> expresie-rezultat

capteaza exceptia numita si calculeaza un alt rezultat
Exceptiile intrerup prelucrari prin oricate apeluri de functie
try

List.fold_left (fun v el ->

if el = 0 then raise Exit else v * el) 1 [1;2;0;3;4;5]
with Exit -> 0

Exceptii predefinite: Exit, Failure of string
raise (Failure "text") se mai scrie failwith "text"

Exceptiile pot returna valori: definim exception Nume-exc of tip



Simplificarea clauzelor (cont.)

let simplify env =
List.fold_left (
fun (nenv, ncls) cl -> try
let ncl = List.filter
(fun lit —>
if S.mem 1lit nenv then raise Exit;
not (S.mem (L.neg 1lit) nenv)) cl
in match ncl with
[] -> raise Unsat
| [1it] -> simplify (S.add lit nenv) ncls
| _ -> (nenv, necl :: ncls)
with Exit -> (nenv, ncls)

) (env, [1)

Noua variantd returneazd o pereche (env, clauses)
cand gaseste un literal simplu [1it] simplificd din nou clauzele
deja parcurse, adaugand literalul la multimea celor adevarati



Verificarea propriu-zisa

Implementam R4 care Tncearca ambele valori pentru un literal:

let rec sat ones clist =
let (ones, clist) = simplify ones clist in
if clist = [] then raise (Sat ones) else
let 1lit = List.hd (List.hd clist) and rst = List.tl clist in
try sat (S.add lit ones) rst
with Unsat -> sat (S.add (L.neg lit) ones) rst

Solutia finala:

let solve clist = try sat S.empty clist
with Sat ones -> S.elements ones

module SatS = Sat(StrLit)

open StrLit;;

SatS.solve [[Pos "a"; Pos "b"; Neg "c"]; [Neg "a"; Pos "c"];
[Pos "al; Neg "b"]];;

- : SatS.S.elt list = [Pos "a"; Pos "c"]



