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Cum interpretam o formulad ?

Intuitiv, gdsim un Tnteles pentru fiecare simbol din formul3:

O interpretare (structurd) | pt. limbajul de predicate £ const3 din:
o multime nevida U numita universul sau domeniul lui |
(multimea valorilor pe care le pot lua variabilele)
pentru orice simbol de constanta ¢, o valoare ¢; € U
pentru orice simbol de functie n-ara f, o functie f : U" = U
pentru orice simbol de predicat n-ar P, o submultime P, C U".

Exemplu:
Vx.P(x, x) reflexivitate
Vx.VyNz.P(x,y) A P(y,z) = P(x,z) tranzitivitate

De exemplu: universul U = numere reale; predicatul P: relatia <

Vx.Vy.P(x,y) = 3z.P(x,z) A P(z,y)
gasiti doud interpretdri in care e adevdrat / fals ?



Interpretari si evaluari

Fie | o interpretare cu univers U pentru L,
si fie V' multimea tuturor simbolurilor de variabile din L.

O evaluare este o functies: V = U.

Extinzand evaluarea s la termeni si formule obtinem o functie de
adevar pentru formulele din £. Notdm / |= s(p) sau | = ¢l[s].

Definim: | = s(Vxyp) dacd | |= scd(p) pentru orice d € U,
unde sy g(v) = d daca variabila v este x
xdi7/ 7\ s(v) pentru orice alt3 variabil3 v

Notdm / = ¢ dacd | |= s(y) pt. orice evaluare s.
Spunem c3 | e un model pt. .



Axiomele calculului predicatelor

Definim: variabila x se poate substitui cu termenul t in Vyy daca:
x nu apare liber in ¢ (substitutia nu are efect) sau
y nu apare in t si x se poate substitui cu t in ¢

Al:
A2:
A3:
A4
Ab:
Ab:

a— (8 —a)
(a=(6—=7) = (a=p) = (a—=7))

(=8 = —a) = (a = f)

Vx(a — B) = (Yxa — Vx[3)

Vxa — ax < t], dacd x poate fi substituit cu t in «
a — Vxa dacd x nu apare liber in «

Pentru egalitate, adaugam si

AT:
A8:

X =X
x=y—-a=p

unde [ se obtine din « Tnlocuind oricate din aparitiile lui x cu y.



Consistenta si completitudine

Fie H o multime de formule si ¢ o formula.
Spunem c3 H implicd ¢ (H |= ¢) daca pentru orice interpretare /,

I'=H implicd | = ¢

Calculul predicatelor de ordinul | este consistent si complet (la fel
ca si logica propozitionald):

H + ¢ dacd si numai daca H = ¢

Obs: existd si alta notiune de completitudine:
dacd din axiome se poate deduce orice formuld (sau negatia ei).

Intrebarea dacy H + @ este n general nedecidabila.



Cum demonstram? Transformarea in forma clauzala

Ca n logica propozitionald, transformam formula Tn forma
clauzala.

8 padsi, printr-un exemplu.

Pornim de la

Ix[=P(x) = Jy(D(x, y) A =(E(f(x),y) V E(x, ¥))] A =VxP(x)
(1) Eliminarea tuturor conectorilor in afard de A, V, —
Ix[==P(x) V 3y(D(x, y) A =(E(f(x), y) V E(x, ¥)))] A =VxP(x)
(2) Translatarea negatiilor induntru, pand la predicate:

Vx[P(x) V Iy(D(x,y) N —E(f(x),y) A —E(x,y))] A Ix=P(x)

(3) Redenumirea variabilelor, cu nume unic pt. orice cuantificator
Vx[P(x) V 3y(D(x,y) N —E(f(x),y) N=E(x,y))] A 3z=P(z)



Forma clauzala (cont.)

(4) Eliminarea cuantificatorilor existentiali (skolemizare)

Pentru Jy Tn interiorul lui Vx; ... Vx,, introducem o functie Skolem
y = g(x1,...,xn) (valoarea lui y depinde de xq,...xy).

Pentru dy in exterior, se alege o noud constantd Skolem.

Yx[P(x) V (D(x, g(x)) A =E(f(x), g(x)) A ~E(x, g(x)))] A —P(a)
(5) Se aduce la forma normal3 prenex (cuantificatorii V in fata):
Ix([P(x)V (D(x, g(x)) AN ~E(f(x), 8(x)) A —E(x, g(x)))] A=P(a))
(6) Se elimina prefixul cu cuantificatorii universali (devin impliciti)
[P(x) v (D(x, g(x)) A —E(f(x), g(x)) A =E(x, 8(x))] A =P(a)
(7) Se converteste la forma normal3 conjunctiva

(P(x) v D(x,g(x))) A (P(x) V ~E(f(x), &(x)))
A(P(x) vV —E(x, &(x))) A —~P(a)

(8) Se elimind A si se scriu disjunctii ca si clauze separate



Metoda rezolutiei (in calculul propozitional)

Reprezentam (ca de obicei) clauzele ca multimi de literali.
Rezolventul a doua clauze C;, G, in raport cu literalul /
(pentru care | € Ci,(—/) € &3) e clauza

rez)(C1, ) = (G \ {/}) U (G \ {~/})
Exemplu: rez,({p, q,r},{-p,s}) ={q,r,s}.

Propozitie: Ci, Gy = rez)(Cy, Gy).
Corolar: C1 A G e realizabild < rez)(Cy, () e realizabils.

Determindm realizabilitatea unei formule clauzale (CNF) ad3ugand

rezolventi, cdutdnd s3 obtinem clauza vid3 (formuld nerealizabilg).
dacad nu mai putem crea rezolventi, formula e realizabila

Aratam ca ¢ e tautologie dovedind c3 —p e nerealizabila.

Daca avem m clauze cu / si n clauze cu =/, creem m - n rezolventi

si putem sterge cele m + n clauze initiale.



Rezolutia in calculul predicatelor

Consideram doua clauze A si B, si un predicat P.

Redenumim variabilele din B ca s3 nu fie comune cu A
(fiecare clauza are spatiul ei de variabile)

Alegem literalii P1,..., P din Asi =Pyy1,... 7 Pkyy din B
(toti cu predicatul P)

Unificdm termenii {P1,... Pk, Pxi1,... Pk}
Fie o substitutia (cea mai general3) care rezults.

Formdm clauza (AU B\ {P1,... Pk, Pkst1,--. Pksi}), Ti aplicdm
substitutia o, si 0 adaugam la multimea clauzelor.

Dac3 repetand obtinem clauza vida, formula initiald nu e realizabil3.
Daca nu mai putem crea rezolventi noi, formula initiala e realizabil3.
Terminarea nu e garantata — logica predicatelor nu e decidabil3!



