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Recursivitate 2

Recursivitate: definiţie, exemple

Din matematicǎ cunoaştem şiruri recurente:

progresie aritmeticǎ: x0 = a, xn = xn−1 + p, pentru n > 0

progresie geometricǎ: x0 = b, xn = a · xn−1, pentru n > 0

⇒ nu calculeazǎ xn direct, ci din aproape ı̂n aproape, folosind xn−1.

Un obiect (noţiune) e recursiv(ǎ) dacǎ e folosit ı̂n propria sa definiţie.

Alte exemple: combinǎri Ckn, şirul lui Fibonacci, . . . (scrieţi relaţiile!)
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Recursivitate 3

Recursivitate: definiţie, exemple

Recursivitatea e fundamentalǎ ı̂n informaticǎ:

reduce o problemǎ la un caz mai simplu al aceleiaşi probleme

obiecte: un şir e

{
un singur element © şir

un element urmat de un şir ©
︷ ︸︸ ︷
©©©

ex. cuvânt (şir de litere); numǎr (şir de cifre zecimale)

acţiuni: un drum e

{
un pas −→ drum
un drum urmat de un pas ︷ ︸︸ ︷−→−→−→ −→

ex. parcurgerea unei cǎi ı̂ntr-un graf

O expresie: numǎr (7), sau identificator (x), sau expresie + expresie,

sau expresie - expresie, sau ( expresie ), ...

Limbaje de programare. Curs 2 Marius Minea



Recursivitate 4

Exemplu: funcţia putere

xn =

{
1 n = 0
x · xn−1 altfel

(n > 0)

Obs.
Funcţia standard putere
(cu 2 argumente double)
este pow, din <math.h>

#include <stdio.h>

double pwr(double x, unsigned n) {

return n==0 ? 1 : x * pwr(x, n-1);

}

int main(void) {

printf("-2 la 3 = %f\n", pwr(-2.0, 3));

return 0;

}

Tipul unsigned reprezintǎ ı̂ntregi fǎrǎ semn (numere naturale)

Antetul funcţiei pwr reprezintǎ o declaraţie a ei

deci putem mai târziu folosi funcţia ı̂n propriul corp (apelul recursiv)

Chiar dacǎ scriem pwr(-2, 3), ı̂ntregul -2 va fi convertit la real,

(se cunoaşte tipul necesar pentru fiecare parametru)
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Recursivitate 5

Mecanismul apelului recursiv

Funcţia pwr face douǎ calcule:

– un test (n == 0 ? a ajuns la cazul de bazǎ ?) dacǎ da, return 1

– dacǎ nu, o ı̂nmulţire; pt. operandul drept trebuie un nou apel, recursiv

pwr(5, 3)

apel↓ ↑125
5 * pwr(5, 2)

apel↓ ↑25
5 * pwr(5, 1)

apel↓ ↑5
5 * pwr(5, 0)

apel↓ ↑1
1
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Recursivitate 6

Mecanismul apelului recursiv (cont.)

În calculul recursiv al funcţiei putere:

Fiecare apel face “̂ın cascadǎ” un nou apel, pânǎ la cazul de bazǎ

Fiecare apel executǎ acelaşi cod, dar cu alte date

(valori proprii pentru parametri)

Ajunşi la cazul de bazǎ, toate apelurile ı̂ncepute sunt ı̂ncǎ neterminate

(fiecare mai are de fǎcut ı̂nmulţirea cu rezultatul apelului efectuat)

Revenirea se face ı̂n ordine inversǎ apelǎrii

(apelul cu exponent 0 revine primul, apoi cel cu exponent 1, etc.)
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Recursivitate 7

Elementele unei definiţii recursive

1. Cazul de bazǎ (NU necesitǎ apel recursiv)

= cel mai simplu caz pentru definiţia (noţiunea) datǎ, definit direct

termenul iniţial dintr-un şir recurent: x0

un element, ı̂n definiţia: şir = element sau şir + element

E o EROARE dacǎ lipseşte cazul de bazǎ (apel recursiv infinit!)

2. Relaţia de recurenţǎ propriu-zisǎ

– defineşte noţiunea, folosind un caz mai simplu al aceleiaşi noţiuni

3. Demonstraţie de oprire a recursivitǎţii dupǎ numǎr finit de paşi

(ex. o mǎrime nenegativǎ care descreşte când aplicǎm definiţia)

– la şiruri recurente: indicele (nenegativ; mai mic ı̂n corpul definiţiei)

– la obiecte: dimensiunea (definim obiectul prin alt obiect mai mic)
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Recursivitate 8

Sunt recursive, şi corecte, urmǎtoarele definiţii ?

? xn+1 = 2 · xn
? xn = xn+1 − 3

? an = a · a · . . . · a (de n ori)

? o frazǎ e o ı̂nşiruire de cuvinte

? un şir e un şir mai mic urmat de un alt şir mai mic

? un şir e un caracter urmat de un şir

O definiţie recursivǎ trebuie sǎ fie bine formatǎ (v. condiţiile 1-3)

ceva nu se poate defini doar ı̂n funcţie de sine ı̂nsuşi NU: x = f(x)

se pot utiliza doar noţiuni deja definite

nu se poate genera un calcul infinit (trebuie sǎ se opreascǎ)
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Recursivitate 9
Exemplu: cel mai mare divizor comun

cmmdc(a, b) =
a a = b
cmmdc(a− b, b) a > b
cmmdc(a, b− a) a < b

unsigned cmmdc(unsigned a, unsigned b) {

return a == b ? a

: a > b ? cmmdc(a-b, b)

: cmmdc(a, b-a);

}

int main(void) {

printf("cmmdc(20, 8) e %u\n",

cmmdc(20, 8));

return 0;

}

Numerele unsigned se tipǎresc folosind formatul %u

Calculul e corect doar cu a şi b nenule. Pentru a trata şi cazul zero:

return a == 0 ? b

: b == 0 ? a

: a > b ? cmmdc(a-b, b) : cmmdc(a, b-a);
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Recursivitate 10

Factorialul, calculat recursiv

unsigned fact1(unsigned n)

{

return n == 0 ? 1 : n * fact1(n-1);

}

Corespunde scrierii: 5! = 5 · (4 · (3 · (2 · (1 · 1))))

Calculul (*) fǎcut la sfârşitul funcţiei, dupǎ revenirea din apelul recursiv

Calcule succesive: 1*1 (1), 2*1 (2), 3*2 (6), 4*6 (24), 5*24 (120), etc.
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Recursivitate 11
Factorialul: varianta 2, cu acumulator

// acumuleazǎ ı̂n res ı̂nmulţirile deja fǎcute

unsigned fact2(unsigned n, unsigned res)

{

return n == 0 ? res : fact2(n-1, res*n);

}

Corespunde scrierii: 5! = ((((1 · 5) · 4) · 3) · 2) · 1
n! = n · (n− 1)! ⇒ rezultatul va conţine n ca factor

actualizǎm un acumulator / rezultat parţial

ı̂l transmitem ca argument pentru urmǎtorul apel

ı̂n cazul de bazǎ, rezultatul e complet, ı̂l returnǎm

valori res: 1, 5 (5*1), 20 (4*5), 60 (3*20), 120 (2*60), 120 (1*120)

Am scris o funcţie mai generalǎ: calculeazǎ res ·n! Vrem res=1

⇒ definim unsigned fact(unsigned n) { return fact2(n, 1); }
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Recursivitate 12

Factorialul: secvenţa de apeluri

fact1(3)

apel↓ ↑6
3 * fact1(2)

apel↓ ↑2
2 * fact1(1)

apel↓ ↑1
1 * fact1(0)

apel↓ ↑1
1

calcul: 3 · (2 · (1 · 1))

Apelul: ı̂n calculul rezultatului

Înmulţirea: dupǎ revenirea din apel

fact2(3, 1)

apel↓ ↑6
fact2(2, 3)

apel↓ ↑6
fact2(1, 6)

apel↓ ↑6
fact2(0, 6)

apel↓ ↑6
6

calcul: (((1 · 3) · 2) · 1)

Calculul: ı̂nainte de apel

(rezultatul parţial acumulat

transmis ca parametru)

La revenire: nici un calcul;

valoarea returnatǎ nemodificat
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Recursivitate 13

Calculul sumei unei serii

Forma: s0 = t0, sn = sn−1 + tn, pentru n > 0

(tn = termenul general, pentru care avem o formulǎ)

Exemplu pentru seria armonicǎ (tn = 1/n)

sn = 1/1 + 1/2 + . . .+ 1/n

recursiv: s0 = 0, sn = sn−1 + 1/n pentru n > 0

În cuvinte: ştim sǎ rǎspundem direct cât e s0 : 0.

Nu putem calcula direct sn (pentru n > 0),

dar dacǎ aflǎm cât e sn−1 mai trebuie sǎ adunǎm 1/n.

⇒
Funcţia care calculeazǎ pe s(n) rǎspunde 0 dacǎ n = 0

iar altfel, calculeazǎ s(n− 1), adunǎ 1/n şi returneazǎ rezultatul.
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Recursivitate 14

Calculul sumei unei serii

#include <stdio.h>

double suma_rec(unsigned n) {

return n == 0 ? 0 : suma_rec(n-1) + 1.0/n;

}

int main(void) {

printf("suma pana la 1/100: %f\n", suma_rec(100));

return 0;

}

Termenii se adunǎ ı̂ncepând de la 1/1 la 1/100, la revenirea din apel

1.0 / n : operaţie ı̂ntre real şi ı̂ntreg : ı̂ntregul convertit la real

ATENŢIE : 1/n dǎ valoarea 0 când n > 1 (̂ımpǎrţire intreagǎ)
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Recursivitate 15
Suma unei serii – variantǎ cu rezultat acumulat

În sn = sn−1 + 1/n, trebuie adunat 1/n, dar nu ştim ı̂ncǎ sn−1

⇒ folosim un rezultat parţial rez la care adunǎm 1/n

⇒ apelǎm recursiv cu valoarea rez + 1.0/n

double suma_inv(unsigned n, double rez) {

return n == 0 ? rez : suma_inv(n - 1, rez + 1.0/n);

}

Când n = 0, totul e adunat deja ı̂n rez, care e returnat ca rezultat

În apelul iniţial, rezultatul acumulat e zero: suma_inv(100, 0.0)

rez e un detaliu de implementare, nu face parte din enunţul problemei

⇒ definim o funcţie cu un singur parametru, care apeleazǎ suma_inv

double serie_armonica(unsigned n) { return suma_inv(n, 0.0); }
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Recursivitate 16

Calculul cu aproximaţii: rǎdǎcina pǎtratǎ

Din matematicǎ: a0 = 1, an+1 = 1
2(an + x

an
)

Formulǎm recursiv:

Calculul aproximaţiei dorite (ex. cu ε = 10−3) de la o aproximaţie datǎ:

ce se dǎ (parametri): x şi aproximaţia curentǎ

ce se cere = val. funcţiei (o aproximaţie suficient de bunǎ)

Dacǎ precizia e bunǎ |an+1−an|<ε returnǎm aproximaţia curentǎ an

Altfel, returnǎm valoarea calculatǎ recursiv cu noua aproximaţie an+1

Dezvoltǎm: |an+1 − an| < ε ⇒ |an − x/an| < 2 · ε
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Recursivitate 17

Calculul cu aproximaţii: rǎdǎcina pǎtratǎ

#include <math.h>

// pentru declaraţia double fabs(double x); (val. abs. nr. real)

double rad(double x, double a_n) { // rad.lui x, se da aprox.a_n

return fabs(a_n - x/a_n) < 2e-3 ? a_n : rad(x, (a_n + x/a_n)/2);

}

double radacina(double x) { return x < 0 ? -1 : rad(x, 1.0); }

Soluţia doritǎ e funcţia radacina: apeleazǎ rad cu aprox. iniţialǎ 1

Pentru argument negativ, returneazǎ -1 (̂ıl interpretǎm ca eroare)
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Recursivitate 18

Calculul sumei unei serii cu precizie datǎ

Calculǎm sn = sn−1 + tn (n ≥ 0), cu s0 = 0

pânǎ când valoarea absolutǎ a termenului tn = xn/n! e neglijabilǎ.

Formulǎm recursiv: calculul sumei dorite, datǎ fiind suma curentǎ sn−1:

– dacǎ termenul curent tn e suficient de mic, returnǎm suma curentǎ

– altfel, returnǎm suma calculatǎ recursiv , de la noua sumǎ sn−1 + tn

Exemplu: seria 1 + 1/22 + 1/32 + . . . = π2/6 tn = 1/n2 (n > 0):

double sum_2(unsigned n, double s_n_1) {

return 1./n/n < 1e-6 ? s_n_1 : sum_2(n+1, s_n_1 + 1./n/n);

} // 1. == 1.0 = 1 real, forteaza impartire reala

şi folosim apelul iniţial sum_2(1, 0) (pornind de la n = 1, s0 = 0)
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Recursivitate 19
Exemplu: seria Taylor pentru ex

ex = x0/0! + x1/1! + x2/2! + . . . cu tn = xn/n! (n ≥ 0)

Pentru a nu recalcula inutil ı̂n tn pe xn−1 şi (n− 1)!

exprimǎm recursiv tn = tn−1 · x/n, pentru n > 0, t0 = 1.

⇒ la pasul curent, avem sn−2 şi tn−1, calculǎm tn şi sn−1 =sn−2+tn−1

#include <math.h>

#include <stdio.h>

double e_xr(double x, unsigned n, double s_n_2, double t_n_1) {

return fabs(t_n_1)<1e-6 ? s_n_2

: e_xr(x, n+1, s_n_2+t_n_1, t_n_1 * x/n);

} // apelam cu valori initiale potrivite in e_x cu 1 parametru, x

double e_x(double x) { return e_xr(x, 1, 0.0, 1.0); }

int main(void) {

printf("e^-1 = %f\n", e_x(-1.0));

return 0;

}
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Recursivitate 20

Recursivitate şi inducţie

Recursivitatea e strâns legatǎ de inducţia matematicǎ; ambele:

– au un caz de bazǎ

– leagǎ o noţiune de ea ı̂nsǎşi (relatia de recurent / pasul inductiv)

Diferǎ al treilea element, sensul ı̂n care se face raţionamentul:

– crescǎtor la principiul inducţiei matematice:

O afirmaţie P (n) e valabilǎ pentru orice n (crescând spre infinit) dacǎ:

P (0) e adevǎrat şi

P (n)⇒ P (n+ 1) dacǎ P (n) adevǎrat atunci P (n+ 1) adevǎrat

– descrescǎtor la recurenţǎ: definim ceva mai mare prin ceva mai mic

se opreşte când noţiunea definitǎ ajunge la cazul de bazǎ (suficient de

simplu)
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Recursivitate 21

Recursivitatea ı̂n sintaxa limbajelor de programare

Programele pot fi oricât de complexe, dar au structurǎ riguros definitǎ

⇒ se preteazǎ la definiţii recursive

– ı̂nşiruiri liniare: un program are oricâte funcţii,

o funcţie are oricâte argumente şi instrucţiuni, etc.

– structuri mai complexe, ex. expresie formatǎ din operator şi 2 expresii

Structura (sintaxa, gramatica) limbajului se reprezintǎ uzual

ı̂ntr-o notaţie standard numitǎ BNF (Backus-Naur Form). Ex.

antet-funcţie ::= tip identificator ( parametri )

parametri ::= void | lista-parametri

lista-parametri ::= tip identificator | tip identificator , lista-parametri

unde ::= denotǎ definiţie iar | alternativǎ (alegere)

Cazuri particulare: recursivitate la stânga şi la dreapta,

dupǎ locul ı̂n care apare noţiunea recursivǎ ı̂n corpul definiţiei
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