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Recursivitate 3

Recursivitate: definitie, exemple

Recursivitatea e fundamentala in informatica:
reduce o problema la un caz mai simplu al aceleiasi probleme

obiecte: un sir e un singur element O sir
) un element urmat de un sir O000O

ex. cuvant (sir de litere); numar (sir de cifre zecimale)

un pas — drum
——TNe—
un drum urmat de un pas ——
ex. parcurgerea unei cai intr-un graf

actiuni: un drum e

O expresie: numar (7), sau identificator (x), sau expresie + expresie,
sau expresie - expresie, sau ( expresie ), ...
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Recursivitate 5

Mecanismul apelului recursiv

Functia pwr face doua calcule:
—un test (n == 0 7 a ajuns la cazul de bazd ?) daca da, return 1
—daca nu, o inmultire; pt. operandul drept trebuie un nou apel, recursiv

pur(5, 3)
apel| 7125
5% pur(5, 2)
apel| 125

5% pwr(5, 1)

apel| 15
5% pwr(5, 0)
apel] 11

1
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Recursivitate 2

Recursivitate: definitie, exemple

Din matematica cunoastem siruri recurente:

progresie aritmetica: zg =a, p=x,-1+p, pentrun >0

progresie geometrica: zg =b, xp=a-x,_1, Pentrun >0
= nu calculeaza zy, direct, ci din aproape in aproape, folosind z,_1.

Un obiect (notiune) e recursiv(a) daca e folosit in propria sa definitie.

Alte exemple: combinari C%, sirul lui Fibonacci, ... (scrieti relatiile!)
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Exemplu: functia putere

#include <stdio.h>
n 1 n =0 double pwr(double x, unsigned n) {
z-2" 1 aitfel
(n>0) 3}
int main(void) {
printf("-2 la 3 = %f\n", pwr(-2.0, 3));
return 0;

)
Il

return n==0 7 1 : x * pwr(x, n-1);

Obs.

Functia standard putere
(cu 2 argumente double)
este pow, din <math.h>

Tipul unsigned reprezinta intregi fara semn (numere naturale)

Antetul functiei pur reprezintda o declaratie a ei
deci putem mai tarziu folosi functia Tn propriul corp (apelul recursiv)

Chiar daca scriem pwr (-2, 3), intregul -2 va fi convertit la real,
(se cunoaste tipul necesar pentru fiecare parametru)
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Recursivitate 6

Mecanismul apelului recursiv (cont.)

In calculul recursiv al functiei putere:

Fiecare apel face ‘In cascadd” un nou apel, pana la cazul de baza

Fiecare apel executa acelasi cod, dar cu alte date
(valori proprii pentru parametri)

Ajunsi la cazul de baza, toate apelurile Tncepute sunt Thca neterminate
(fiecare mai are de facut Tnmultirea cu rezultatul apelului efectuat)

Revenirea se face in ordine inversa apelarii
(apelul cu exponent O revine primul, apoi cel cu exponent 1, etc.)
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Recursivitate v

Elementele unei definitii recursive

1. Cazul de baza (NU necesita apel recursiv)

= cel mai simplu caz pentru definitia (notiunea) data, definit direct
termenul initial dintr-un sir recurent: zg
un element, Tn definitia: sir = element sau sir + element

E o EROARE daca lipseste cazul de baza (apel recursiv infinit!)

2. Relatia de recurenta propriu-zisa
— defineste notiunea, folosind un caz mai simplu al aceleiasi notiuni

3. Demonstratie de oprire a recursivitatii dupa numar finit de pasi
(ex. o marime nenegativa care descreste cand aplicam definitia)

— la siruri recurente: indicele (nenegativ; mai mic n corpul definitiei)
— la obiecte: dimensiunea (definim obiectul prin alt obiect mai mic)
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Recursivitate 9

Exemplu: cel mai mare divizor comun

unsigned cmmdc(unsigned a, unsigned b) {
return a == b 7 a
: a>b ? cmmdc(a-b, b)
emmdc(a, b) = : cmmde(a, b-a);
a a=b }
emmde(a —b,b) a>b  int main(void) {
emmde(a,b—a) a<b printf ("cmmdc (20, 8) e %u\n",
cmmdc (20, 8));
return 0;
}
Numerele unsigned se tiparesc folosind formatul %u

Calculul e corect doar cu a si b nenule. Pentru a trata si cazul zero:
return a == 07 b
:b==07a
: a>b ? cmmdc(a-b, b) : cmmdc(a, b-a);
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Recursivitate 11

Factorialul: varianta 2, cu acumulator

// acumuleazd In res Inmultirile deja facute
unsigned fact2(unsigned n, unsigned res)
{

return n == 0 ? res : fact2(n-1, res*n);

}

Corespunde scri 5l=((((1-5)-4)-3)-2)-1
n! =n-(n—1)! = rezultatul va contine n ca factor
actualizam un acumulator / rezultat partial
1l transmitem ca argument pentru urmatorul apel
Tn cazul de bazad, rezultatul e complet, 7l returnam
valori res: 1, 5 (5%1), 20 (4%5), 60 (3%20), 120 (2%60), 120 (1*120)

Am scris o functie mai generala: calculeaza res-n! Vrem res=1
= definim unsigned fact(unsigned n) { return fact2(n, 1); }
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Recursivitate 8

i ?

Sunt recursive, si corecte, urmatoarele definit

Tpy1 =2 Tn

Tn = Tp41 — 3

a"=a-a-... a (den ori)

o fraza e o Tnsiruire de cuvinte

un sir e un sir mai mic urmat de un alt sir mai mic
un sir e un caracter urmat de un sir

NN N N N N

O definitie recursiva trebuie sa fie bine formata (v. conditiile 1-3)
ceva nu se poate defini doar Tn functie de sine Tnsusi NU: z = f(x)
se pot utiliza doar notiuni deja definite
nu se poate genera un calcul infinit (trebuie sa se opreasca)
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Recursivitate 10

Factorialul, calculat recursiv

unsigned factl(unsigned n)
{

returnn == 0 ? 1 : n * facti(n-1);

Corespunde scrierii

'=5-(4-(3-(2-(1-1))))

Calculul (*) facut la sfarsitul functiei, dupa revenirea din apelul recursiv

Calcule succesive: 1x1 (1), 2%1 (2), 3*2 (6), 4%6 (24), 524 (120), etc.
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Recursivitate 12

Factorialul: secventa de apeluri

fact1(3) fact2(3, 1)
apel| 16 apel| 16
3% fact1(2) fact2(2, 3)
apel| 12 apel| 716
2% fact1(1) fact2(1, 6)
apel| 11 apel| 16
1* fact1(0) fact2(0, 6)
apel] 11 apel| 16
1 6
calcul: (((1-3)-2)-1)
Calculul: Tnainte de apel
(rezultatul partial acumulat
transmis ca parametru)
La revenire: nici un calcul;
valoarea returnata nemodificat

calcul: 3-(2-(1-1))

Apelul: Tn calculul rezultatului

Inmultirea: dupa revenirea din apel
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Recursivitate 13

Calculul sumei unei serii

Forma: sg = tg, Sp = Sp—1 + tn, Pentrun >0
(tn = termenul general, pentru care avem o formula)

Exemplu pentru seria armonica (¢, = 1/n)
sn=1/14+1/24...+1/n
recursiv: so =0, sp=s,-1+ 1/n pentrun>0

In cuvinte: stim s3d raspundem direct cat e sg : O.

Nu putem calcula direct s, (pentru n > 0),

dar daca aflam cat e s, 1 mai trebuie sa adunam 1/n.

=

Functia care calculeaza pe s(n) raspunde 0 daca n =0

iar altfel, calculeaza s(n — 1), aduna 1/n si returneaza rezultatul.
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Recursivitate 15

uma unei serii — varianta cu rezultat acumulat

In sp = s,_1 + 1/n, trebuie adunat 1/n, dar nu stim Tnca s,_1
= folosim un rezultat partial rez la care adunam 1/n
= apeldam recursiv cu valoarea rez + 1.0/n

double suma_inv(unsigned n, double rez) {
return n == 0 7 rez : suma_inv(n - 1, rez + 1.0/n);

}

Cand n = 0, totul e adunat deja Tn rez, care e returnat ca rezultat
In apelul initial, rezultatul acumulat e zero: suma_inv(100, 0.0)

rez € un detaliu de implementare, nu face parte din enuntul problemei
= definim o functie cu un singur parametru, care apeleaza suma_inv

double serie_armonica(unsigned n) { return suma_inv(n, 0.0); }
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Recursivitate 17

Calculul cu aproximatii: radacina patrata

#include <math.h>
// pentru declaratia double fabs(double x); (val. abs. nr. real)

double rad(double x, double a_n) { // rad.lui x, se da aprox.a_n
return fabs(a_n - x/a_n) < 2e-3 ? a_n : rad(x, (a_n + x/a_n)/2);

double radacina(double x) { return x < 0 ? -1 : rad(x, 1.0); }
Solutia dorita e functia radacina: apeleaza rad cu aprox. initiala 1
Pentru argument negativ, returneaza -1 (il interpretam ca eroare)
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Recursivitate 14

Calculul sumei unei serii

#include <stdio.h>

double suma_rec(unsigned n) {
return n == 0 ? 0 : suma_rec(n-1) + 1.0/n;

}

int main(void) {
printf("suma pana la 1/100: %f\n", suma_rec(100));
return 0;

}

Termenii se aduna Tncepand de la 1/1 la 1/100, la revenirea din apel
1.0 / n : operatie Tntre real si intreg : Tntregul convertit la real
ATENTIE: 1/n da valoarea 0 cand n > 1 (impartire intreaga)
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Recursivitate 16

Calculul cu aproximatii: radacina patrata

Din matematica: ag =1, an41 = 5(an + =

Formulam recursiv:

Calculul aproximatiei dorite (ex.cu e = Howwv de la o aproximatie data:
ce se da (parametri): = si aproximatia curenta
ce se cere = val. functiei (o aproximatie suficient de buna)

Daca precizia e buna |a,41—an|<e returnam aproximatia curentd an
Altfel, returnam valoarea calculata recursiv cu noua aproximatie a,

Dezvoltam: [ap41 —an| <€ = |an —x/an| < 2-¢€
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Recursivitate 18

Calculul sumei unei serii cu precizie data

Calculam sy = s,-1 +tn (n >0), cu sg =0
pana cand valoarea absoluta a termenului t, = 2™ /n! e neglijabila.
Formulam recursiv: calculul sumei dorite, data fiind suma curentd s,,_1:

— daca termenul curent t, e suficient de mic, returnam suma curenta
— altfel, returnam suma calculata recursiv, de la noua suma s,_1 + tn
Exemplu: seria 14+1/224+1/32+... =2/6 tn = 1/n2 (n > 0):
double sum_2(unsigned n, double s_n_1) {

return 1./n/n < le-6 ? s_n_1 : sum_2(n+1, s_.n_1 + 1./n/n);

} // 1. == 1.0 = 1 real, forteaza impartire reala

si folosim apelul initial sum_2(1, 0) (pornind de lan =1, sg =0)
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Recursivitate 19

Exemplu: seria Taylor pentru e®

et = &O\O_ + aH\H_ +&m\m_ +...cutyp, =a"/n! (n>0)
Pentru a nu recalcula inutil in ¢, pe "1 si (n — 1)!
exprimam recursiv t, = t,_1-x/n, pentru n >0, tog = 1.
= la pasul curent, avem s,,_»o si t,,_1, calculam t, Si s,,_1=s,_2+t,_1
#include <math.h>
#include <stdio.h>
double e_xr(double x, unsigned n, double s_n_2, double t_n_1) {
return fabs(t_n_1)<le-6 ? s_n_2
: e_xr(x, n+tl, s_.n_2+t_n_1, t_n_1 * x/n);
} // apelam cu valori initiale potrivite in e_x cu 1 parametru, x
double e_x(double x) { return e_xr(x, 1, 0.0, 1.0); }
int main(void) {
printf("e”-1 = %f\n", e_x(-1.0));
return 0;
}
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Recursivitatea Tn sintaxa limbajelor de programare

Programele pot fi oricat de complexe, dar au structura riguros definita
= se preteaza la definitii recursive

— Tnsiruiri liniare: un program are oricate functii,

o functie are oricate argumente si instructiuni, etc.

— structuri mai complexe, ex. expresie formata din operator si 2 expresii

Structura (sintaxa, gramatica) limbajului se reprezinta uzual

Tntr-o notatie standard numita BNF (Backus-Naur Form). EX.
antet-functie .= tip identificator ( parametri )
parametri ::= void | lista-parametri
lista-parametri ::= tip identificator | tip identificator , lista-parametri

unde = denota definitie iar | alternativa (alegere)

Cazuri particulare: recursivitate la stanga si la dreapta,
dupa locul Tn care apare notiunea recursiva Tn corpul definitiei
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Recursivitate si inductie

Recursivitatea e strans legata de inductia matematica; ambele:
— au un caz de baza
— leaga o notiune de ea insasi (relatia de recurent / pasul inductiv)

Difera al treilea element, sensul Tn care se face rationamentul:

— crescdtor la principiul inductiei matematice:
O afirmatie P(n) e valabila pentru orice n (crescand spre infinit) daca:
P(0) e adevarat si
P(n) = P(n+ 1) dacad P(n) adevarat atunci P(n + 1) adevarat
— descrescator la recurenta: definim ceva mai mare prin ceva mai mic

se opreste cand notiunea definita ajunge la cazul de baza (suficient de
simplu)
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