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Recapitulare: sintaxa logicii predicatelor

Formulele logicii predicatelor sunt definite structural recursiv:

Termenii
variabild v sau constanta ¢
f(tr, -, tn) cu f functie n-ard si ty,--- , t, termeni

Formule (well-formed formulas, formule bine formate):

P(t1, - ,tn) cu P predicat n-ar; t1,--- , t, termeni

Qo unde « este o formul3

a— unde «, 8 sunt formule

Vv a cu v variabild, o formul3: cuantificare universald
t =t cu t1, tp termeni (In limbaje cu egalitate)

Fatd de logica propozitionald, n loc de propozitii avem predicate
(peste termeni).
Logica se numeste de ordinul |, deoarece cuantificatorii logici se

pot aplica doar variabilelor.



Sintaxa si semantica

Ca in logica propozitionald (in general, pentru orice limbaj),
deosebim
sintaxa = forma, regulile dupa care construim ceva
(aici, formule)

semantica = intelesul constructiilor de limbaj

La fel ca n logic propozitionald, lucram cu
deductia (demonstratia): procedeu pur sintactic

implicatia / consecinta logicd (consecinta semantica):
interpretam formula (intelesul ei, valoarea de adevar)

Ne intereseaza corespondenta dintre aceste doua aspecte.



Axiomele calculului predicatelor

Definim: variabila x se poate substitui cu termenul t in Vyy daca:
x nu apare liber in ¢ (substitutia nu are efect) sau
y nu apare In t si x se poate substitui cu t in ¢
(nu putem substitui variabile legate)

Al: a = (8 — «)

A2: (a = (8= 7)) = (@ = B) = (a = 7))

A3: (=8 — —a) = (a — p)

Ad: Vx(a — B) = (Vxa — Vxp)

A5: Vxa — afx < t], dacd x poate fi substituit cu t Tn «

A6: o — Vxa dacd x nu apare liber Tn «

A7: x=x

A8: x=y—a=20

unde [ se obtine din « Tnlocuind oricate din aparitiile lui x cu y.

Pentru egalitate, adaugam si

Regula de inferentd: tot modus ponens (e suficient)



Alte reguli de inferenta

Vx o(x)
o(c)

unde ¢ e o constant3 arbitrard (nu apare anterior in demonstratie)

instantiere universald (vezi A5)

Daca ¢ e valabil pentru orice x, atunci si pentru o valoare arbitrara c.

p(c) : e
— generalizare universald (vezi A6)
Vx ¢(x)
unde ¢ e o valoare arbitrard (nu apare n ipoteze)
Daca ¢ e valabild pentru o valoare arbitrara, e valabild pentru orice x.

Ix p(x) . . . -
—_— instantiere existentiala
¢(c)
Dac3d existd o valoare cu proprietatea ¢, o instantiem (cu un nume nou).
c . . -
L generalizare existentiala
Ix ¢(x)

Daca ¢ e adevarata pentru o anumita valoare, exista o valoare care o
face adevarata.



Cum interpretam o formulad ?
Intuitiv, gdsim un Tnteles pentru fiecare simbol din formula:

O interpretare (structurd) | in logica predicatelor constd din:
o multime nevidda U numit3d universul sau domeniul lui |
(multimea valorilor pe care le pot lua variabilele)
pentru orice simbol de constanta c, o valoare ¢; € U
pentru orice simbol de functie n-ara f, o functie f; : U" — U
pentru orice simbol de predicat n-ar P, o submultime P; C U".
(interpretam fiecare simbol din formul3)

O interpretare nu d3 valori variabilelor (vezi ulterior: atribuire).

Exemplu:
Vx.P(x, x) reflexivitate
Vx.Vy.Vz.P(x,y) A P(y,z) = P(x,z) tranzitivitate

De exemplu: universul U = numere reale; predicatul P: relatia <

Vx.Vy.P(x,y) = 3z.P(x,z) A P(z,y)
gasiti doud interpretdri in care e adevdrat / fals ?



Interpretari, atribuiri, valori de adevar

Fie I o interpretare cu univers U
si fie V multimea tuturor simbolurilor de variabile.

O atribuire este o functies: V — U
(d3 fiecarei variabile libere o valoare din univers)

= din atribuirea s se poate obtine valoarea pentru orice termen
(stim valoarea fiecarei variabile si intelesul fiecarei functii)

Interpretarea | da si ntelesul fiecdrui predicat

= putem calcula valoarea de adevar a unei formule
-, — etc. au ntelesul cunoscut din logica propozitionala
trebuie definit ntelesul (semantica) lui V

Spunem c3 Vx e adevaratd n interpretarea / cu atribuirea s daca
e adevdratd Tnlocuind x cu orice valoare d € U din univers.



Modele si tautologii

Un model pentru o formul3d ¢ e o interpretare Tn care formula
e adevarata pentru orice atribuire a variabilelor.
Spunem c3 ¢ e adevaratd in interpretarea /, si notam | = ¢

Obs: Dac3 o formuld nu are variabile libere, valoarea ei de adevar
depinde doar de interpretare, nu si de vreo atribuire.

Def: O tautologie e o formuld adevarata in orice interpretare.

Spre deosebire de logica propozitionald, in logica predicatelor,
numarul interpretarilor e infinit
= nu mai putem construi exhaustiv tabelul de adevar.

E esential deci sa putem demonstra o formula
(pornind de la axiome si regiuli de inferentd)



Consistenta si completitudine
La fel ca in logica propozitionald, deductia (demonstratia)
se face pur sintactic, iar consecinta/implicatia logici e o notiune
semanticd, considerand interpretari si valori de adevar.

Implicatia logicd (consecinta semanticd)
Fie H o multime de formule si ¢ o formula.

Notdm / = H dacd | e un model pentru fiecare formul3d din H.
Spunem cd H implicd ¢ (H |= ) daca pentru orice interpretare /,
I E Himplicd | = ¢
(¢ e adev. in orice interpretare care satisface toate ipotezele din H)

Calculul predicatelor de ordinul | este consistent si complet
(la fel ca si logica propozitional3):

H t ¢ dacd si numai dacd H = ¢

Dar: relatia de implicatie logica e doar semidecidabila

dac3d o formul3d e o tautologie, ea poate fi demonstrata

dar dac3 nu e, Tncercarea de a o demonstra (sau o refuta) poate
continua la nesfarsit



Rezolutia in calculul predicatelor

Folosim rezolutia pentru refutatie (reducere la absurd):

Ludm multimea ipotezelor H si concluzia C si ardtam c3 multimea
H U {—C} e inconsistentd

Cum: derivand clauza vida prin rezolutie:

Fie doud clauze A si B si predicatul P care apare pozitiv si negat:
Alegem literale Py, ..., Px € A si =Pyg41,...m Py € B cu pred. P

Unificdm termenii {P1, ..., Pk, Pky1, ... Pkyr}
Fie o substitutia (unificatorul cel mai general) rezultat.

Stergem {P1,... Py, Pky1,... Pk} din clauza AV B, fi aplicdm
substitutia o (unificatorul), si o addugdm la multimea clauzelor.

Dac3 repetand obtinem clauza vid3, formula initiald nu e realizabil3.
(e o contradictie, deci HF C e o teorem3, valid3).

Dacd nu mai putem crea rezolventi noi, formula initiald e realizabil3,
H U {=C} nu e o contradictie, si H+ C nu e tot timpul adevaratd



Rezolutia e completa pentru refutatie

Metoda rezolutiei e corectd, si completd relativ la refutatie:
pentru orice formul3 nerealizabild, va ajunge la clauza vida
dar nu poate determina realizabilitatea oricarei formule

(existd formule pentru care ruleazd la infinit)

E folositd Tn practica in demonstratoare de teoreme



Principiul inductiei matematice

Logica de ordinul | nu e legata de un anumit univers.
ns3 frecvent, folosim universul numerelor (intregi sau reali)

Principiul inductiei matematice e (in ciuda numelui) o reguld de
deductie In teoria aritmetica a numerelor naturale

S-ar putea formula:

VP[P(0) ANVk € N.P(k) = P(k+1)] = Vn e N P(n)
dar formula e n logica de ordinul 2 (cuantificare peste predicate)
in aritmetica lui Peano, e definit ca o schems de axiome (o axiomd

pentru fiecare predicat) = nu necesitd cuantificare peste predicate
Vx[P(0,x) AVn(P(n,x) — P(S5(n),x)) = VnP(n, x)]

Principiul inductiei matem.: echivalent cu principiul bunei ordonari:
Orice multime nevid3 de nr. naturale are un cel mai mic element

Mai general: inductia structurala: demonstram proprietati despre
obiecte tot mai complexe (pt. obiecte definite inductiv/recursiv)



Teoremele de incompletitudine ale lui Godel

Prima teorema de incompletitudine:
Orice sistem logic suficient de bogat pentru a exprima aritmetica
nu poate fi si consistent si complet

i.e., se poate scrie o afirmatie adevarata dar care nu poate fi
demonstratd Tn acel sistem

Demonstratie: codificind formule si demonstratii ca teoreme
si construind un numar care exprima ca formula sa e
nedemonstrabild

A doua teorema de incompletitudine:
Daca un sistem logic care poate exprima aritmetica si demonstratii
contine o afirmatie despre propria consistentd, e inconsistent.



Logica si calcul (programare)

Prin logicad, putem formaliza cerintele programelor

In limbaje declarative (de nivel inalt), putem specifica ce s3 faca
programul, iar interpretorul /compilatorul efectueaza calculul.



In Tncheiere: Calculabilitate

Ce se poate calcula, si cum putem defini aceasta notiune 7

Teza Church-Turing
o afirmatie despre notiunea de calculabilitate:
urmatoarele modele de calcul sunt echivalente:
» lambda-calculul
» masina Turing

» functiile recursive



Lambda-calcul

Definit de Alonzo Church (1932); poate fi privit ca fiind cel mai
simplu limbaj de programare

O expresie Tn lambda-calcul e fie:

o variabild X

o functie Ax.e (functie de variabild x)
nML: fun x -> e

o evaluare de functie e; e2  (functia e; aplicatd argumentului &)
la fel In ML: £ 3 fara paranteze
asociativa la stanga: f x y=(f x) y

Toate notiunile fundamentale (numere naturale, booleni, perechi,
etc.) pot fi exprimate Tn lambda-calcul.



Masina Turing

Masina Turing e compusa din:
o banda cu un numar infinit de celule; fiecare contine un simbol
(banda poate fi infinitd la unul/ambele capete, e echivalent)
un cap de citire/scriere, controlat de un automat cu stari finite

banda
e LI TTITITITT---
cap citire/scriere

Automatul si continutul benzii determind comportarea.

Dupd 1) starea curentd si  2) simbolul aflat sub cap, masina:
1) trece in starea urm3toare, 2) scrie un (alt) simbol sub cap

3) mutd capul la stinga sau la dreapta

Initial, banda are un sir finit de simboluri, capul e pe cel din stanga;
restul celulelor contin un simbol special (numit vid sau blanc).



Exemplu: numara simboluri si scrie in binar
""b|b|b|b|a|a|a|a|a|a|b‘~-- cati a sunt pe banda?

-/-: nu modifica
orice alt simbol

obtine fiecare bit din numarul de a bbbbaaaaaab — bbbbxaxaxab
—: schimb3 a cu x din doi in doi <« bbbOxaxaxab — bbbOxxxaxxb
¢ scrie 0 sau 1 dupa paritate < bblOxxxaxxb — bb1l0xxxxxxb

repeta pana nu mai sunt a: Halt +— b110xxxxxxb — bl10xxxxxXXb
Halt



Masina Turing — descriere formala

Formal, masina Turing se descrie printr-un tuplu cu 7 elemente:

Q: multimea starilor automatului finit (de control)
Y. multimea finit3 a simbolurilor de intrare (din sirul initial)
I": multimea simbolurilor de pe band3; ¥ C I
d:QxT — QxT x{lr}: functia de tranzitie:

da starea urmatoare, simbolul cu care e inlocuit cel curent, si
mutarea la stdnga sau dreapta

("n unele versiuni, echivalente, capul poate si rdimane pe loc)
go € Q: starea initiala a automatului de control
b €T\ X: simbolul vid (blanc): toate celulele cu exceptia unui
numar finit sunt initial vide
F C Q: multimea st&rilor finale, automatul se opreste (halt)

Poate descrie orice calcul (implementabil prin program)
Nu existd algoritm care sa decida pentru orice automat si intrare
daca se opreste (halting problem) — la fel pentru programe



