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Relatii in lumea reala si informatica

O relatie (matematicd) modeleaz3 legdtura dintre doud entitati
(posibil de tip diferit)

relatii subiect-obiect: un om a citit o carte

relatii umane: copil , parinte , prieten

relatii cantitative : egal, mai mic

Transpuse Tn informatica:
retele sociale : “prieten”, “follow”, “in cercuri”, etc.

O relatie intre elementele aceleiasi multimi defineste un graf
(elementele sunt noduri, relatia e reprezentata prin muchii)
=> relatiile sunt o notiune cheie in teoria grafurilor



Relatii: definitie si exemple

O relatie binard R intre doud multimi A si B e o multime de perechi:
o submultime a produsului cartezian Ax B: RCAXxB

Notdm (x,y) € R, sau x R y, sau R(x,y) (x ein relatie cu y)
A={1,2,3,4}, B={a,b,c}
\ R =1{(1,a),(1,¢),(2,¢),(4,¢)}
O relatie e o notiune mai generald
\ decdt o functie: o functie asociaza
™~ fiecdrui x € A un singury € B
intr-o relatie putem avea:

1: are asociate mai multe elemente: a, c
2: are asociat un singur element: ¢
3: nu are asociat niciun element din B



Relatii (cont.)

Generalizat, putem avea o relatie n-ard care e o multime de
n-tupluri (din produsul cartezian a n multimi).

Exemplu: RCZ X Z X 7
R(x,y, m) dacd m e un multiplu comun pentru a si b:
R(2,9,18), R(6,9,18), R(2,9,36), etc.

In general, o relatie nu e o notiune simetrica:
produsul cartezian/perechea sunt notiuni ordonate, (x,y) # (y, x)

Existd, desigur, relatii simetrice (in lumea reald si in matematicd)



Reprezentarea unei relatii

Explicit, prin multimea perechilor
dac3 e finit3d
sau exprimabild printr-o regula care leaga elementele:
R={(x,x>+1)|xe€Z}

in form3 de matrice boolean3 / binard, pentru A, B finite,
cu liniile indexate dupa A, si coloanele dupa B
my, = 1dacad (x,y) € R, my, =0dacad (x,y) ¢ R
reprezentare practicd daca A si B nu sunt foarte mari

Printr-o functie de la A la P(B)



Relatia vazuta ca functie

O relatie R C A x B poate fi vazutd ca o functie fgr : A — P(B)
de la A la multimea partilor lui B:

fr(x) ={y € B| (x,y) € R}
Asociaza fiecarui x multimea (posibil vidd) a tuturor elementelor
lui B cu care x e in relatie.



Functii partiale

Daca relaxam conditia ca o functie sa asocieze o valoare fiecarui
element, obtinem o functie partiala f : A+ B .

O functie partiald e un caz particular de relatie:
asociazd cate un singur element din B (ca functia)
dar nu neaparat fiecarui element din A.

Ele sunt utile
— cand domeniul exact al functiei nu e cunoscut
(functii care nu sunt neapdrat calculabile in orice punct).
in conjectura Collatz (3 n+ 1), numarul de pasi pan3 la 1
ar putea sa nu existe (infinit) pentru anumiti n

— cand domeniul de definitie al functiei e foarte mare sau nelimitat,
dar reprezentam functia explicit doar pentru valorile de interes
Exemplu: populatia unei localitati
posibil s3 nu stim populatia pentru toate localitatile
daca argumentul e un sir, nu orice sir e nume de localitate



Dictionare: functii partiale in ML

Un dictionar memoreaz3 perechi care asociazd o cheie (primul
element) cu o valoare (al doilea element)

in ML, folosim modulul Map, parametrizat (ca la multimi)
cu un modul care defineste tipul (ordonat) al cheilor

module M = Map.Make(String)
creeaza un modul care reprezinta asocieri intre siruri de caractere
(cheia, de tip string) si un tip valoare inc3 neprecizat
Ad3ugand o pereche in asociere se instantiaza si tipul valorilor:

m = M.add "x" 5 M.empty
adauga la dictionarul vid o asociere de la sirul "x" la 5
echivalent: m = M.singleton "x" 5
acum, m e un dictionar de la siruri la Tntregi

C3utdam valoarea asociatd unei chei in dictionar:
M.find "x" m returneaza intregul 5
M.find "y" m genereaza exceptia Not_found



Lucrul cu exceptii

O exceptie este o conditie speciala care intrerupe calculul normal
daca nu e tratata, se abandoneaz3 executia programului
altfel, codul de tratare a exceptiei stabileste ce se face

Sintaxa:
try expresie
with tipar
unde tipar trateaza una sau mai multe exceptii si are forma
| exceptie-1 —> expresie-exceptionala-1
| exceptie-2 -> expresie-exceptionala-2

Daca expresie se evalueaza normal, ea da rezultatul,
altfel, daca apare exceptie-k se evalueaza ramura respectiva

X m —> M.find x m
Not_found -> O

Exceptiile se propagd, terminand fiecare functie, pana cand sunt
“prinse” de un bloc de tratare — altfel, programul e abandonat.



Relatii cu ajutorul dictionarelor

Am vazut ca o relatie R C A x B poate fi privita ca o functie
fr : A — P(B) de la A la multimea partilor lui B:

fa(x) = {y € B| (x,y) € R}
Dictionarul va fi atunci de la A la multimi de elemente din B

Map.Make(String) (* dictionar pe siruri *)
Set.Make (String) (* multimea de valori *)

module M
module S

let addpair m (x, y) =
let oldset = try M.find x m with Not_found -> S.empty
in M.add x (S.add y oldset) m

(x creeaza dictionar din lista *)

let setmap_of_pairs = List.fold_left addpair M.empty

setmap_of_pairs [("tms", "arad");("tms", "lugoj")];;
asociaza "tms" cu multimea {"arad", "lugoj"}



Relatii binare pe o multime

Urmatoarele proprietati sunt definite pentru relatii binare
pe o (aceeasi) multime X: R C X x X

reflexivd daca pentru orice x € X avem (x,x) € R

ireflexiva dacd pentru orice x € X avem (x,x) € R

simetricd dacd pentru orice x,y € X,
dacd (x,y) € R atuncisi (y,x) € R

antisimetricd dac3 pentru orice x,y € X,
dacd (x,y) € Rsi (y,x) € R, atunci x =y

tranzitivd, daca pentru orice x,y,z € X,
dacd (x,y) € Rsi (y,2) € R, atunci (x,z) € R



Relatii de echivalenta

O relatie e de echivalentd daca e reflexiva, simetricd si tranzitiva

Relatia de egalitate e (evident) o relatie de echivalents.
Relatia de congruentd modulo un numar:
a= b (mod n) dacd n | a — b (divide diferenta)

O relatie de echivalentd pe X defineste o partitie a lui X
in clase de echivalentd
k={y|(xy) eR}
(clasa de echivalentd a lui x e multimea elementelor aflate in
relatie cu x)



Relatii de ordine stricte si totale

O relatie < e o ordine strictd daca e ireflexiva si tranzitiva
nu existd x cu x < x
dacd x < y si y < z atunci x < z

Exemple: relatiile < si > intre numere (intregi, reale, etc.)
Relatia “descendent” intre persoane

O relatie < e o ordine totald dacd e reflexivd, antisimetrica (daca
x 2y siy < x atunci x = y), tranzitiva, si in plus

oricare doua elemente sunt comparabile, adica pentru orice x, y
avem x X ysau y < x

Exemple: relatiile < si > intre numere (intregi, reale, etc.)



Relatii de ordine partiala
in practica apar adesea relatii de ordine care nu sunt totale:
intr-un campionat, dupa faza pe grupe, avem un clasament in
fiecare grupa dar nu si intre echipe din grupe diferite
avem o ordine ntre mesajele receptionate, dar nu neaparat intre
momentele trimiterii lor
in expresia f(x) + g(x), f si g se apeleaza inainte de adunare,
dar nu neapadrat f Tnainte de g

O relatie e o ordine partiald (non-strict3), dac3 e
reflexiva, antisimetrica si tranzitiva
Exemple din matematica:
relatia de divizibilitate Tntre intregi
relatia de incluziune C pe multimea partilor
Orice ordine total3 e si o ordine partiald (dar nu si reciproc).

Orice ordine partiala induce o ordine strict3, si reciproc:
Definim: a < bdacd a<bsia#b
Invers, definim a<bdacd a<bsaua=>b



Latice

O latice e o multime partial ordonata, in care orice doud elemente
au un minorant si un majorant.

(elemente mai mici, respectiv mai mari in ordine decdt cele doud).
Ex: multimea partilor unei multimi (ordine: C; minor./maj.: N, U)
Ex: multimea divizorilor unui numar (c.m.m.d.c, c.m.m.m.c)



http://en.wikipedia.org/wiki/File:Hasse_diagram_of_powerset_of_3.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Lattice_of_the_divisibility_of_60.svg

Latice completa

O latice L e completa daca orice multime S C L are un cel mai mic
majorant (supremum) si un cel mai mare minorant (infimum).

Conditii mai puternice decat pentru o latice oarecare:
nu doar un minorant si un majorant pentru orice douad elemente
cel mai mic/mare majorant/minorant pentru orice submultime
(chiar infinitd)

= Ludnd S = L, rezultd c3 L are un element minim si unul maxim

Exemplele din pagina anterioard sunt latice complete.



Notiunea de punct fix

x € X e punct fix pentru functia f : X — X dacd f(x) = x .
(privind f ca o transformare, ea nu il modificd pe x)

Exemplu: fie un graf G = (V, E), si pentru X C V functia

f(X)=XU U vecini(v)
veX

f(U) = U = din nodurile U, urmdrind vecinii nu gdsim noduri noi

Pornind de la s € V si calculand Sp = {s}, S1 = f(So), etc. cand
obtinem un punct fix avem toate nodurile care pot fi atinse din S

Importanta: multe prelucrari (recursive/ciclice) pot fi definite ca
transformari care se opresc cand atingem un punct fix
care sunt toate configuratiile posibile intr-un joc?
care sunt toate variabilele de care depinde o variabila data?
cu ce valoare poate iesi o variabila dintr-un ciclu? etc.



Teorema de punct fix

Teoremd (Knaster-Tarski):
Fie f o functie monotona pe o latice completa.
Atunci multimea punctelor fixe a lui f e tot o latice completa.

Corolar:
O functie monotona pe o latice completa are un cel mai mic

punct fix si un cel mai mare punct fix.

se obtin pornind de la 0, f(0), f(f(0)), ... resp. M, f(M), f(f(M)), ...
unde 0 si M sunt elementul cel mai mic respectiv cel mai mare



Punctul fix in ML

Dac3d existd limita sirului x, f(x), f(f(x)) ... putem scrie:

fix £ x =
y=1fx
y =X X fix f y
fix £ x compard f(x) cu x. Dacd sunt egale, x e punct fix,
si e returnat. Dac3 nu, reapelam recursiv cu valoarea f(x).
Apelul al n-lea va avea argumentul f"~1(x) si il compard cu f"(x).
Daci existd ncu f""1(x) = £"(x), va fi gasit, f"~*(x) e punct fix.

Putem rescrie, folosind o functie ajutatoare cu doar un parametru
(nu mai trebuie repetat la apel parametrul £):

fix £ x =
fixl x =
y=1fx y =X X fixl y
fix1l



Inversa si compunerea de relatii

Inversa unei relatii R C A x B e relatia R1CBxA, cu
(v,x) € R7! dac3 si numai daci (x,y) € R
R ={(y,x) | (x.y) € R}

Fie doua relatii R CAXx Bsi R, C B x C.
Atunci compunerea R, o Ry C A x C e relatia
R2 © Rl = {(sz) | existd y € B | (Xay) € Rl SI (yaz) € R2}

La fel ca la functii, scriem R, o Ry si vedem c3 pentru x € A gdsim
intdi y € B si apoi z € C.

Se poate vedea simplu ¢ (RoS) ! =S1toR™!

Pentru o relatie de echivalentd, R = R™! (de ce? arjtati!)
Dac3 R e tranzitivd, Ro R C R (de ce? aritati!)

Pentru o relatie binara R C A x A, se noteaza R? = Ro R, etc.



Inchiderea tranzitiva a unei relatii

Fie relatia copil(X, Y) (X e copilul lui Y):

copil(ana, ion), copil(lia, ion), copil(ion, mara), copil(mara, eva).
Definim relatia  desc(X, Y) dacd copil(X, Y) (1)
descendent: desc(X, Z) daca desc(X, Y) si desc(Y, Z) (2)
Relatia desc include relatia copil (1) si e tranzitivd (2).

Inchiderea tranzitiv a unei relatii R C A x A e relatia tranzitivd
minimald Rt astfel ca R C Rt

[e'e) 2
Putem calcula R _kL_JlR =RUR?U... R3—RoRoR

copiP: desc(ana, mara), desc(lia, mara), desc(ion, eva)
copil: desc(ana, eva), desc(lia, eva).

Nu sunt descendenti de ordin > 3.
n+1
Sau, putem defini f(X) = RU (X o R), atunci f"(R) = U R*.
k=1

Dar f e monoton3, deci are un punct fix minimal, care e chiar R™
iar daca X e finitd, ajungem la limita intr-un num3r finit de pasi



