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Logica sta la baza informaticii

circuite logice: descrise Tn algebra booleand

calculabilitate: ce se poate calcula algoritmic?

metode formale: demonstrarea corectitudinii programelor
inteligenta artificiala: cum reprezentam si deducem cunostinte?

baze de date relationale

etc.



Din istoria logicii

Aristotel (sec.4 T.e.n.): primul sistem de logicd formald (riguroasd)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1714): logicd computationald
rationamentele logice pot fi reduse la calcul matematic

George Boole (1815-1864): The Laws of Thought:
logica modernd, algebrad booleand (logica si multimi)

Gottlob Frege (1848-1925): logica simbolica clasica
Begriffsschift: formalizare a logicii ca fundament al matematicii

Bertrand Russell (1872-1970): Principia Mathematica
(cu A. N. Whitehead)

formalizare Tncercand sa elimine paradoxurile anterioare

Kurt Godel (1906-1978): teoremele de incompletitudine (1931):
nu exista axiomatizare consistenta si completa a aritmeticii



Operatori logici uzuali

Stim deja: operatorii logici NU (=), SAU (V), SI (A)

Tabele de adevar:

q q
p -p pVvagl|F T pANg|F T
F T F F T F F F
T F P17 T P=T1F 7
negatie = NU disjunctie V SAU conjunctie A Sl
C: ! ML: not C/ML: || C/ML: &&



Logica propozitionala

Unul din cele mai simple /imbaje  (limbaj = putem exprima ceva)
asa cum codificam numere, etc. in biti
putem exprima probleme prin formule in logica

Discutam:

Cum definim o formula logica:
forma ei (sintaxa) vs. intelesul ei (semantica)

Cum reprezentam o formuld?  pentru a opera eficient cu ea

Cum folosim logica pentru a lucra cu alte notiuni din informatica?
(multimi, relatii, automate)

Ce sunt demonstratiile si rationamentul logic ?
cum putem demonstra? se poate demonstra (sau nega) orice?



Propozitii logice

O propozitie (logicd) e o afirmatie care e fie adevarat3, fie fals3,
dar nu ambele simultan.

Sunt sau nu propozitii?

24+2=5

xX+2=4

Toate numerele prime mai mari ca 2 sunt impare.

x" 4+ y" = z" nu are solutii Tntregi nenule pentru niciun n > 2

Daci x < 2, atunci x2 < 4



Sintaxa logicii propozitionale

Un limbaj e definit prin simbolurile sale si prin regulile dupa care le
combindam corect.

Simbolurile logicii propozitionale:
propozitii: notate deobicei cu litere p, q, r, etc.
operatori (conectori logici): negatie =, implicatie — , paranteze ()

Formulele logicii propozitionale: definite prin inductie structurala,
o formuld complex3 e construita din formule mai simple

orice propozitie  (numitd si formuld atomica)

() dacd « este o formul3

(e — B) dacd a si 5 sunt formule (e, 3 numite subformule)

Omitem parantezele redundante, considerand — mai prioritar ca —
Operatorii cunoscuti pot fi definiti folosind — si —-:

oz/\,Bdg —(a——=8) (S aVBE —a =B (SAU)

a+ B iy (a = B)N (B — ) (echivalent3)



Sintaxa (concretd si abstractd) vs. semantica

Sintaxa: o multime de reguli care defineste constructiile unui limbaj
aici: formulele logicii propozitionale
NU spune ce inseamna o formul3

Semantica: defineste intelesul unei constructii (unui limbaj)
Sintaxa concretd precizeazd modul exact de scriere. O formula e:
prop — formuld  formuld N\ formuld sau  formuld v formuld

Sintaxa abstractd: intereseaza structura formulei din subformule:
propozitie, negatia unei formule, conjunctia/disjunctia a 2 formule

in ML, putem definim un tip recursiv urmarind sintaxa abstracta:

boolform = V string | Neg boolform
| And boolform * boolform | Or boolform * boolform

Numele de constructori And, Or sunt alese de noi
Tipul reprezinta structura formulelor, nu simboluri concrete (A, V),
nici scrierea infix sau prefix, etc.



Implicatia logica —

p—q numitd si conditional()
p: antecedent (sau ipotezi)
q: consecvent (sau concluzie)

Semnificatie: dacd p e adevdrat, atunci g e adevdrat (if-then)
dacd p nu e adeviarat, nu stim nimic despre g (poate fi oricum)

Deci, p — q e fals doar daca p e adevarat si g e fals
(dacd p, atunci g ar trebui s3 fie adevdrat)

q

p—ql|F T

F T T

Tabelul de adevar: T F T
Exprimat cu alti conectori: |p —qg = —pVgq




Implicatia in vorbirea curenta si in logica

In limbajul natural, “daca ... atunci” denotd deobicei cauzalitate
daca ploud, iau umbrela

In logica matematica, — NU inseamna cauzalitate
3 e impar — 2 e numar prim implicatie adevarata, T — T

in demonstratii, vom folosi ipoteze relevante (legate de concluzie)

Vorbind, spunem adesea “dacd” gandind “daca si numai daca”
(echivalentd, o notiune mai puternic3!)
Exemplu: Daca depdsesc viteza, iau amenda.

ATENTIE:  fals implica orice! (vezi tabelul de adevar)
= un rationament cu o veriga falsa poate duce la orice concluzie
= un paradox (p A —p) distruge increderea intr-un sistem logic



Despre implicatie

Fiind data o implicatie p — g, definim:
reciproca: q — p

inversa: -p — —q

contrapozitiva: -q — —p

Contrapozitiva e echivalentd cu formula initiald (directa).
Inversa e echivalenta cu reciproca.

p — q NU-e-echivalent cu g — p (reciproca)



Calculul in logica: functii de adevar

Formula e o notiune sintactica.
Valoarea de adevar e o notiune semantica.

Definim riguros cum calculdam valoarea de adevar a unei formule.

O functie de adevar v atribuie la orice formuld o valoare de adevar
{T,F} astfel incat:
v(p) e definitd pentru fiecare propozitie atomica p.
T dacd v(a)=F
F dacd v(a) =T
)] F dacd v(e) =T siv(p)=F
V(o= f) = { T 1n caz contrar

v(—a) =

Exemplu: fie v(a) =T, v(b) =F, v(c) =T
putem calcula v pentru orice formuld cu propozitii din {a, b, c}
v((a — b) — ¢):

avem v(a — b) = F pentru cd v(a) =T si v(b) =F

si atunci v((a — b) — ¢) = T pentru cd v(a — b) = F.



Interpretari ale unei formule

O interpretare a unei formule = o evaluare pentru propozitiile ei

O intrepretare satisface o formula daca o evalueazd la T.
Spunem c3 interpretarea e un model pentru formula respectiva.

Exemplu: pentru formula an(—b \/ —c) A (—a V)
interpretarea v(a) = T, v(b) = ( ) =T o satisface
interpretarea v(a) = T, v(b) ,v(c) =T nu o satisface.

O formula poate fi:
tautologie (valids): adevaratd in toate interpretdrile
realizabild (en. satisfiable): adevarata in cel putin o interpretare
contradictie (nerealizabild): nu e adevaratd in nicio interpretare
contingenta: adevarata in unele interpretdri, fals3 in altele

(nici tautologie, nici contradictie)



Tabela de adevar

Tabela de adevar prezinta valoarea de adevar a unei formule n
toate interpretarile posibile
2" interpretari daca formula are n propozitii

Doua formule sunt echivalente daca au acelasi tabel de adevar

Doua formula ¢ si ¥ sunt echivalente daca ¢ <> 1 e o tautologie



Exemple de tautologii
aVva
—a <> a

—(aVvb) <+ -aA-b
—(aAb) < —aV-b (regulile lui de Morgan)

(a—b)AN(-a—c) « (anb)V(—-aAc)
a—(b—c) « (anb)—c
(p=a)Ap — q

(p=>q)A—q — —p

PAG — p

(p—aq) = q

(PVa)A=p — q

(p=a)N(@g—r) = (p—r)



Algebra Booleana

Pe multimi, U, N si complementul formeaz3 o algebra booleana.
Tot o algebra booleand formeaza in logica si A, V si = :

Comutativitate: AV B=BV A AANB=BAA

Asociativitate: (AV B)V C = AV (BV C) si
(ANBYAC=AN(BAC)

Distributivitate: AV (BAC)=(AVB)A(AV C)si
AN(BVC)=(AANB)V(AACQC)

Identitate: existd doud valori (aici F si T) astfel ca:
AVFEF=A ANT=A

Complement. AV -A=T AN-A=F

Alte proprietati (pot fi deduse din cele de mai sus):
Idempotenta: ANA=A AVA=A

Absorbtie: AV (ANB)=A AN(AVB)=A
-AV(AANB)=-Av B (din distributivitate si complement)



Forma normala conjunctivd (conjunctive normal form)

formula = conjunctie N de clauze (aV—bV—d)

clauzd = disjunctie V de literale A (—aV —b)

literal = propozitie sau negatia ei A(—aVeV—d)
A(—aVbVec)

Similar: forma normal3 disjunctivd (disjunctie de conjunctii)

Transformarea unei formule in forma normald conjunctivd
ducem (repetat) negatia induntru (regulile lui de Morgan)
-(AVB)=-AAN-B -(AANB)=-AV-B
ducem (repetat) disjunctia induntru (distributivitate)
(AANB)VC=(AVC)A(BVC)

Abordarea naiva poate creste exponential dimensiunea formulei:
(PLAP2AP3) V(gL A G2 ags) =

V(@ A@RA@G) APV (@A AGg))A(p3 V(a1 A g2 A gs))
=PV @) A(p1Va2) A(p1Va3) A(p2Vai) A(p2V q2) A(p2V G3)
A(psV i) A(psV q2) A(psV g3)



Transformarea Tseitin (1968)

D3 o formul3 realizabild dacd si numai daca cea initial3 e realizabila
echirealizabild (en. equisatisfiable)
Dimensiunea formulei rezultante e liniard in cea a formulei initiale

Pentru fiecare operator introducem o noua propozitie
reprezinta subformula calculata de acel operator

Scriem (in CNF) c3 noua propozitie e echivalenta cu subformula
(implicatie in ambele sensuri)

Obtinem regulile de transformare pentru cei trei operatori

formula p < formula rescriere in CNF

—A (mA—=p)A(p——A) (AVp)A(=AV —p)

AANB  (AANB—=p)A(p—AAB) (mAV-BVp)A(AV-p)A(BV -p)
AVB (p—=AVB)A(AVB—=p) (AVBV-p)A(-AVPp)A(-BVp)

Rezulta o formula cu mai multe propozitii = nu e echivalentd
dar e realizabild daca si numai daca formula initiald e realizabila
deci o putem folosi in verificarea realizabilitatii



Transformarea Tseitin: exemplu

o . . o 1 2 3
Numerotdm fiecare operator din formulda:  (a A =b)V = (c A d)
nu numerotam negatiile aplicate direct la propozitie =b
si nici conectorii la nivelul cel mai de sus (...) V (...)

- 1 2 3
Introducem propozitiile: p; <> a A —b, pp <> " p3, p3> cAd.

Scriem relatiile intrare-iesire pentru fiecare operator in parte
si addugam formula pentru operatorul care da rezultatul.
Legdm toate acest relatii prin conjunctie:

(mravbVvp)A(aV—p1)A(=bV-pr) p1 reprezintd aA—b
A (p3V p2) A (=p3V —p2) p2 reprezintd—ps
A(mcV=dVp3)A(cV—ps3)A(dV—ps3) ps3 reprezinta cAd
A(p1V p2) vrem ca toatd formula sd fie adevdrata

Putem transforma direct conjunctii/disjunctii multiple
SI (mA1V AV A3V p) A (AL V =p) A (A2 V —p) A (A3 V —p)
SAU (A1 VAV A3V —p) A (AL V p) A (—A2 V p) A (—A3 V p)



Transformarea Tseitin: formula ca circuit logic

(a Vv =b)A 2(c ¥ d)

intrarea fiecarei porti: propozitie noua
nu pentru propozitiile initiale
si nici negatiile lor

Exprimam fiecare operator:
(p1 Ha\/—'b)/\(p3HC\/d)

A (p2 <> =p3) A p1L A p2

ultimul termen da rezultatul: p; A po

Scriem fiecare echivalenta in CNF, sau direct dupa regulile dinainte;
punem conjunctie intre ele

(aV=bV-opi)A(maVp1) A(bV p1)
A(p3V p2) A(=p3 V —=p2)
A(cVdV-p3)A(=cVp3)A(=dV ps3)
A p1 A p2 (nivelul final cu rezultatul)



Realizabilitatea unei formule propozitionale (satisfiability)

Se da o formul3 in logica propozitionala.
Exista vreo atribuire de valori de adevar care o face adevarata ?
= e realizabild (engl. satisfiable) formula ?

(aV—bV—d)
A (—aV —b)
A(—a VeV —d)
A(—aVbVec)
G3siti o atribuire care satisface formula?

Formula e in formd normal3 conjunctivd (conjunctive normal form)
= conjunctie de disjunctii de literale (pozitive sau negate)

Fiecare conjunct (linie de mai sus) se numeste clauzd



Unde se aplica determinarea realizabilitatii?

In probleme de decizie / constrangere:
Putem gasi o solutie la ... cu proprietatea ... 7
= conditiile se pot exprima ca formule n logica

» in verificarea de circuite (ex. optimizdm functia f in fopt)
dacd f(vi, ..., Va) <> fopt(Vv1, ..., V) (echivalente)
atunci =(f(v1, ..., Vn) <> fopt(V1, ..., va)) € nerealizabil3
putem verifica dac3 transformarea (optimizarea) e corectd
» in verificarea de software (model checking), testare, depanare
determinarea de teste care duc programul pe o anume cale
gasirea de vulnerabilitati de securitate Tn software

» in biologie (determindri genetice), etc.



Complexitatea realizabilitatii

n propozitii: 2" atribuiri = timp exponential incercand toate
O atribuire dat3 se verifica in timp /iniar (in dimensiunea formulei)

P = clasa problemelor care pot fi rezolvate in timp polinomial
(relativ la dimensiunea problemei)

NP = clasa problemelor pentru care o solutie poate fi verificatd
in timp polinomial  (a verifica e mai usor decéat a gdsi)

Probleme NP-complete: cele mai dificile probleme din clasa NP
dacd s-ar rezolva in timp polinomial, orice alta problema din NP
s-ar rezolva in timp polinomial = ar fi P = NP (se crede P # NP)

Realizabilitatea (SAT) e prima problem3 demonstrat3d a fi NP-completd
(Cook, 1971). Sunt multe altele (21 probleme clasice: Karp 1972).

Cum demonstram c3 o problemd e NP-complet3 (grea) ?
reducem o problema cunoscuta din NP la problema studiata
= dac3 s-ar putea rezolva in timp polinomial problema noug,
atunci ar lua timp polinomial problema cunoscuta



P = NP?

Una din cele mai fundamentale probleme in informatica

NP-Hard NP-Hard

NP-Complete
P=NP=
NP-Complete

Complexity

Se crede cd P # NP, dar nu s-a putut (incd) demonstra

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:P_np_np-complete_np-hard.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:P_np_np-complete_np-hard.svg

Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

Reguli de simplificare:
R1) Un literal singur intr-o clauzi are o singura valoare fezabila:
in aA(-aVvbVc)A(-aV-bV o) a trebuie s3 fie T

in (avb)A-bA(-aV-bVc) b trebuie sa fie F

R2a) Daca un literal e T, pot fi sterse clauzele in care apare
(ele sunt adevdrate, si nu mai influenteaza formula)

R2b) Daca un literal e F, el poate fi sters din clauzele in care apare
(nu ajutd in a face clauza adeviarata)

Exemplele de mai sus se simplifica:

a

aA(=aVbVc)A(-aV-—bV-c) =\ (bV c)A(=bV —c)

(aVb)A—bA(mav—bve) =5 2

(si de aici a = T, deci formula e realizabil3)



Cum stabilim daca o formula e realizabila 7

R3) Dacad nu mai sunt clauze, am terminat (si avem o atribuire)
Daca se ajunge la o clauza vida, formula nu e realizabild
aN(—aVb)A(—=bVc)A(—aV bV -c)

=U (=bV c) A (=bV —c)

bi;r cN\—c Ci;r 0 (—c devine clauza vid3 = nerealizabil3)

Daca nu mai putem face reduceri dupa aceste reguli ?
aN(=aVbVc)A(=bV-c) =T (bVc)A(=bV—c) 77
R4) Alegem o variabil3 si incercdm (despartim pe cazuri)

> cu valoarea F

> cu valoarea T

O solutie pentru oricare caz e bund (nu c3utdm o solutie anume).
Daca nici un caz nu are solutie, formula nu e realizabila.



Un algoritm de rezolvare

Problema are ca date:
» lista clauzelor (formula)
» multimea variabilelor deja atribuite (initial vid3)

Regulile 1 si 2 ne reduc problema la una mai simpla
(mai putine necunoscute sau clauze mai putine si/sau mai simple)

Regula 3 spune cand ne oprim (avem rdspunsul).

Regula 4 reduce problema la rezolvarea a doua probleme mai simple
(cu o necunoscutd mai putin)

Reducerea problemei la aceeasi problema cu date mai simple
(una sau mai multe instante) inseamna c3 problema e recursivd.

Obligatoriu: trebuie s3 avem si o conditie de oprire



Algoritmul Davis-Putnam-Logemann-Loveland (1962)

function solve(truelit: lit set, clauses: lit list list)
(truelit, clauses) = simplify(truelit, clauses) (* R1, R2 *)
if clauses = lista vida then
return truelit; (* R3: realizabila, returneaza atribuirile *)
if clauses contine clauza vida then
raise Unsat;  (* R3: nerealizabila *)
if clauses contine clauza cu unic literal a then
solve (truelit U{a}, clauses) (* R1: a trebuie s3 fie T *)
else
try solve (truelit U{—a}, clauses); (* R4: incearcd a=F *)
with Unsat — solve (truelit U{a}, clauses); (* incearca T *)

Rezolvitoarele (SAT solvers/checkers) moderne pot rezolva formule
cu milioane de variabile (folosind optimizari)



Implementare: lucrul cu liste si multimi

Structuri de date:
» lista clauzelor (lista de liste de literale)

» multimea literalelor cu valoare T

Prelucrari:
> cautarea unui literal in multimea celor atribuite
> ad3dugarea unui literal la multimea celor atribuite
» parcurgerea literalelor dintr-o listd (clauza)
» eliminarea unui literal dintr-o listd (clauza)

» eliminarea unei clauze dintr-o listd (formula)



Cum reprezentam un literal 7

un sir (numele variabilei) etichetat cu P (pozitiv) / N (negativ)
module L = struct
type t = P of string | N of string (* pozitiv / negat *)
let compare = compare
let neg = function
| Ps ->Ns
| Ns ->P s
end

module S = Set.Make(L)

(* fct. std. Pervasives.compare *)
(* negare = schimba eticheta *)

(* pentru multimi de literale *)

(cod dupd Conchon et. al, SAT-MICRO, 2008)



Simplificarea unei clauze

ones = multimea literalelor adevarate

G3sirea unui literal adevdrat e un caz special (R2a)
= nu mai continuam prelucrarea clauzei (exceptia Exit)

Altfel, pastram doar literalele care nu sunt sigur false (R2b)
(nu apar negate in multimea celor adevdrate, ones)

filter_clause ones =
List.filter ( e —>
S.mem e ones raise Exit
(S.mem (L.neg e) ones))



Simplificarea listei de clauze

Acumulam cu List.fold_left o pereche de valori:
multimea de literale adevarate si lista clauzelor modificate

simplify ones = List.fold_left
( (ones, clst) cl —> (* cl = clauza curenta *)
( filter_clause ones cl
| [1 -> raise Unsat (* clauza vida -> nerealizabila *)
| [1it] -> simplify (S.add 1lit omes) clst (* reia cu 1it=T *
| newcl -> (ones, newcl :: clst))
Exit -> (ones, clst) (* clauza T -> nu modifica *)

) (ones, [1)

Daca filter_clause da un unic literal, se adauga la cele adevarate
si reluam simplificarea clauzelor deja prelucrate

Dac3 returneaz3 lista vid3, toat3 formula e nerealizabil3

Dac3 produce exceptia Exit, clauza nu are efect (e adevdratd)
Altfel, addugam clauza simplificata la lista



Verificarea propriu-zisa

Daca simplificand obtinem lista vida de clauze, returnam multimea
literalelor adevarate (restul nu conteaza)
Altfel, cu primul literal din prima clauza Tncercdm ambele valori
daca prima Tncercare da exceptia Unsat, Tncercam si a doua
sat clst =
satl ones clst =
simplify ones clst
| (ones, [1) -> ones (% literale adevarate *)
| (ones, (lit::cl)::clst) -> (* luam primul literal *)
S.union ones ( (* cei deja true + nou aflati *)
satl (S.singleton (L.neg lit)) (cl::clst) (* 1lit=F *)
Unsat -> satl (S.singleton 1lit) clst (k 1it=T =*)
)

S.elements (satl S.empty clst) (* pornim fara atribuiri *)

sat [[P nau; P "b"; N "C"]; [N nau; P "C”]; [P nau; N ”b"]]
- : S.elt list = [N "a"; N "b"; N "c"]

(avbV-c)A(—aVec)V(maVb)erealizabilicua=b=c=F



