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Logica si structuri discrete, sau ...

Matematici discrete cu aplicatii
folosind programare functionald

Bazele informaticii
notiunile de baza din stiinta calculatoarelor
unde si cum se aplica, mai ales in limbajele de programare
=> cum s3 programam mai bine



Ce invatam la acest curs 7

functii: modulul de baza pentru calcule
relatii: apar in grafuri, retele (sociale), calcul paralel, ...

liste, multimi: prelucrarea de colectii de obiecte

recursivitate: cum sa definim simplu prelucrari complexe
si sd rezolvdm probleme prin subprobleme mai mici
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Fractalul lui Koch



Ce invatam la acest curs 7

Logicad matematica
cum exprimam precis afirmatii
pentru definitii riguroase, specificatii in software, ...

cum demonstram afirmatii
pentru a arata c3 un algoritm e corect

cum prelucram formule logice
pentru a gasi solutii la probleme (ex. programare logics)



Ce invatam la acest curs 7

automate: sisteme cu logicd de control simpla

expresii regulate: prelucrdri simple de text (alb)*aba(a|b)*

gramatici. sintaxa limbajelor de programare
IfStmt ::= if ( Expr ) Stmt else Stmt

arbori: prelucrari de expresii numerice

grafuri: vizualizarea relatiilor



Ce cunostinte se cer in domeniul calculatoarelor?

Computer Science
Curricula 2013

Curriculum Guidelines for
Undergraduate Degree Programs
in Computer Science

22?2:‘;:!:3{;’;(&““, | @ IEEE @'colr%@(t)eczlrety
\cing Computing as a Science & Profession

http://www.acm.org/education/curricula-recommendations
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CS body of knowledge

CS2013 CS2008 | CC2001
Knowledge Area Tierl Tier2 | Core Core
AL-Algorithms and Complexity 19 9 31 31
AR-Architecture and Organization 0 16 36 36
CN-Computational Science 1 0 0 0
i DS-Discrete Structures 37 4 43 43
GV-Graphics and Visualization 2 1 3 3
HCI-Human-Computer Interaction 4 4 8 8
IAS-Information Assurance and Security 3 6 - --
IM-Information Management 1 9 11 10
IS-Intelligent Systems 0 10 10 10
NC-Networking and Communication 3 7 15 15
OS-Operating Systems 4 11 18 18
PBD-Platform-based Development 0 0 - --
PD-Parallel and Distributed Computing 5 10 - --
PL-Programming Languages 8 20 21 21
SDF-Software Development Fundamentals | 43 0 47 38
SE-Software Engineering 6 22 31 31
SF-Systems Fundamentals 18 9 - --
SP-Social Issues and Professional Practice 11 5 16 16
Total Core Hours 165 143 290 280
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Unde se preda programare functionala?
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Functii

Fiind date multimile A si B, o functie f : A — B e o asociere care
face sa corespunda fiecarui element din A un singur element din B.

Y

\ =

X

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Total_function.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Total_function.svg

Functii: componentele definitiei

Definitia functiei are deci trei componente:
1. domeniul de definitie (A)
2. domeniul de valori (B)

3. asocierea/corespondenta propriu-zis3 (legea, regula)

fZ—-72 f(x)=x+1 si fF:R=>R f(x)=x+1
sunt functii distincte!

in limbajele de programare, domeniul de definitie si de valori
corespund tipurilor.

Putem avea functii care lucreazd cu mai multe tipuri (polimorfism).



Exemple care NU sunt functii

Y Y
X X

4\

nu asociaza o valoare fiecarui element

asociaza mai multe valori unui element

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Partial_function.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Multivalued_function.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Partial_function.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Multivalued_function.svg

Functii: aspectul computational

In limbajele de programare, o functie exprima un calcul.
primeste o valoare (argumentul) si produce ca rezultat alt3 valoare

INPUT x
Y1
FUNCTION f:

%

OUTPUT f(x)

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Function_machine2.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Function_machine2.svg

Functii Tn limbajele de programare

In limbajele de programare, functia (procedura, metoda)
e notiunea de baz3 prin care descriem o prelucrare (un calcul).

Aceasta se vede cel mai clar in limbajele de programare functionale:
lucram cu functii la fel de simplu ca si cu alte valori uzuale
(intregi, reali, etc.)

scriem prelucrdri complexe prin compunere de functii simple
(tmpartind programul in functii controldm complexitatea)



Programare functionala in ML
ML: dezvoltat (Robin Milner, Univ. Edinburgh, anii '70) impreuna
cu un sistem de demonstrare de teoreme (logicd matematica)
ilustreazd bine conceptele de matematici discrete (liste, multimi)
concis (In cateva linii de cod se pot face multe)
fundamentat riguros = evitd anumite erori (ex. de tip)

conceptele din programarea functionald au influentat alte limbaje
(JavaScript, lambda-expresii in C# si Java 8, Python, Scala...)
F# (platforma .NET) e foarte similar cu ML

E important sa invatam concepte, nu doar limbaje!

“A language that doesn’t affect the way you think about

programming, is not worth knowing.”
Alan Perlis

Caml: un dialect de ML, cu interpretorul si compilatorul OCaml
http://ocaml.org


http://ocaml.org

Functii in OCaml

x => x + 1 o expresie reprezentand o functie (fird nume)

f = x >x+1
leaga identificatorul (numele) £ de expresia datd
se scrie mai scurt:
fx=x+1

Interpretorul OCaml raspunde: val f : int -> int = <fun>

= matematic: f e o functie de la Tntregi la Tntregi
= n program: f e o functie cu argument de tip intreg (int)
si rezultat de tip intreg (domeniul si codomeniul devin tipuri)

[ programare, un tip de date e o multime de valori,
Tmpreund cu niste operatii definite pe astfel de valori.

Tn ML, tipurile pot fi deduse automat (inferentd de tip):
pentru ca la x se aplica +, compilatorul deduce ca x e intreg



Lambda-calcul: originea limbajelor functionale

lambda-calcul: cel mai simplu limbaj de programare (Church 1932)

Universal: poate exprima orice functie calculabild
(orice poate fi calculat printr-un program)

O expresie in A-calcul e:
o variabild X

o functie Ax.e functie de variabild x cu expresia e
T ML: fun x -> e

o evaluare de functie e; e; functia e; aplicatd argumentului e
la fel in ML:  (fun x -> x+1) 3

asociativa la stanga: f x y=(f x) y

lambda-calculul e fundamental Tn studiul limbajelor de programare



Functia Tn matematica si programare

O functie matematicd, apelatd repetat (cu acelasi argument),
da acelasi rezultat.

E adevdrat si in programarea functionald purd.
vom programa cat mai mult Tn acest fel
e mai usor de rationat despre programele scrise

In programarea imperativa nu e intotdeauna asa
(atribuiri la variabile)

Cum putem defini o functie?
printr-o singurd formuld (expresie/reguld)
pe cazuri (mai multe variante/expresii, depinzénd de o conditie)
individual (explicit) pentru fiecare valoare



Functii definite pe cazuri

X x>0

Fie abs:Z —17Z abs(x):{_x <0

Valoarea functiei nu e datd de o singura expresie, ci de una din

doud expresii diferite (x sau -x), depinzdnd de o conditie (x > 0).
abs x = x >= 0 X - X

if expr; then expr, else exprs e o expresie conditionald

Dacd evaluarea lui expry d3 valoarea adevarat (true)
valoarea expresiei e valoarea lui expr, altfel e valoarea lui exprs.

expra si exprs trebuie s3 aibe acelasi tip (ambele intregi, reale, ...)
In alte limbaje (C, Java, etc.) if si ramurile lui sunt instructiuni.

In ML, if e o expresie. In ML nu avem instructiuni, ci doar expresii
(care sunt evaluate), si definitii de valori sau functii (cu let).
(Vom lucra ulterior si cu definitii de tipuri si de module.)



Functii definite prin tipare

Exemplu: conversie note americane

us_to_GPA =
| A’ -> 4
| ’B> -> 3
| °C> -> 2
| °D> > 1
| _->0
Cuvantul cheie introduce o functie definita folosind

potriviri de tipare (engl. pattern matching).

Fiecare varianta are forma tipar -> rezultat.

in cazul de mai sus, fiecare tipar e o valoare individual (caracter).
Tiparul _ acopera orice valoare (care nu a fost deja acoperitd)

Limbajul ne obligd si acoperim toate variantele (o functie trebuie
sa fie definitd complet) = reduce num3rul de erori.



Functii injective

Def.: O functie f : A — B e injectiva dac3d asociaza valori diferite
la argumente (valori) diferite.

Riguros: pentru orice x1,x2 € A, x1 # x2 = f(x1) # f(x2)

Echivalent: f(x1) = f(x2) = x1 = x
daca valorile sunt egale, atunci argumentele sunt egale
(contrapozitiva afirmatiei de mai sus)

Tn logica, faptul ca o afirmatie e echivalenta cu contrapozitiva ei
ne permite demonstratia prin reducere la absurd.
Dacd multimile A si B sunt finite, si f e injectiva, atunci |A| < |B].

Nu neapdrat invers!! (oricum ar fi |A] > 1 putem construi f s3
ducd doud elemente din A in aceeasi valoare din B).



Exemple: functie injectiva si neinjectiva

X

> A w g )<
[\)

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Injection.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Surjection.svg
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Functii surjective

O functie f : A — B e surjectiva dacd pentru fiecare y € B existd

un x € A cu f(x) =

y.

Exemple: functie surjectiva si nesurjectiva

X Y
1 D
2 'B
3 *C
4

X

> 0 w g )<

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Surjection.svg
Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Injection.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Surjection.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Injection.svg

Functii surjective: discutie

Dacd A si B sunt finite si f : A — B e surjectivd, atunci |A| > |B|.

Nu neaparat invers! (construim f sd nu ia ca valoare un element
anume din B, dacd |B| > 1).

Putem transforma o functie ne-surjectiva intr-una surjectiva prin
restrangerea domeniului de valori:

fi: R =R, fi(x) = x? nu e surjectivs,

dar f, : R — [0, 00) (restransa la valori nenegative) este.

In programare, e util s§ definim functia cu tipul rezultatului cit
mai precis (dac3 e posibil, surjectiva).

Astfel, cand rationdam despre program, stim deja din tipul functiei
ce valori poate returna, fard a trebui s3-i analizam codul.

Exercitiu: cum putem defini functia semn 7



Cate functii exista dela AlaB 7

Dac3 A si B sunt multimi finite exist3 |B|I4 functii de la A la B.

Notatie: |A| = cardinalul lui A (num3rul de elemente)

Demonstratie: prin inductie matematicd dupa |A|

Principiul inductiei matematice
Dacs o propozitie P(n) depinde de un numdr natural n, si
1) (cazul de bazd) P(0) e adevarata
2) (pasul inductiv) pentru orice n >0, P(n) = P(n+1)
atunci P(n) e adevaratd pentru orice n.



Functii bijective
O functie care e injectiva si surjectivd se numeste bijectiva.

O functie bijectiva f : A — B pune in corespondentd unu la unu
elementele lui A cu cele ale lui B.

X Y

1 ‘D

2 » B Pentru orice functie, din definitie,
la fiecare x € A corespunde

3 > C un unicy € Bcu f(x) =y

4- ‘A Pentru o functie bijectiva, si invers:

la fiecare y € B corespunde
ununic x € Acu f(x) =y

Dacd multimile A si B sunt finite, si f e bijectiva, atunci |A| = |B] .

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Bijection.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Bijection.svg

Compunerea functiilor

Fie functiile f : A— B si g : B— C. Compunerea lor este functia
gof:A—C, (gof)(x)=g(f(x))

Compunerea ne permite sa construim functii mai complicate din
functii mai simple.

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Compufun.svg


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Compufun.svg

Compunerea functiilor - ilustrare computationala

INPUT
x=3
\/

FUNCTION f:
XZ
a OUTPUT
f(x)=9
INPUT Y
FUNCTION g:

Xx+1

v
OUTPUT

9(f(x))=10

Imagine: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Function_machine2.svg

Rezultatul functiei f devine
argument pentru functia g


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Function_machine2.svg

Proprietati ale compunerii functiilor

Compunerea a doua functii e asociativa:
(fog)oh=fo(goh)

Compunerea a doua functii nu e neaparat comutativa
fog#gof (in general)



Functii inversabile

Pe orice multime A definim functia identitate ida : A — A,
ida(x) = x (notatd adeseori si 14)

O functie f : A — B e inversabild daca existd o functie
f~1:B — Aastfel incat f Lo f =idssi fof ! =idg.

O functie e inversabild daca si numai daca e bijectivd. Demonstram:
Dac3 f e inversabila:

pentru y € B oarecare, fie x = f~1(y).
Atunci f(x) = f(f1(y)) = y, deci f e surjectivi

dacs f(x1)=f(x2), atunci f~1(f(x1))=F"1(f(x2)), deci x; =xo
Reciproc, daca f e bijectiva:
— f e surjectivd = pentru orice y € B existi x € Acu f(x) =y
— f fiind injectiva, dacd existd xi,x2 cu f(x1) = y = f(x2), atunci
X1 = Xo.
Deci f~1: B — A, f~1(y) = acel x astfel incat f(x) =y
e o functie bine definits, f~1(f(x)) = x, si f(f(y)) =y..



Imagine si preimagine

Fief: A— B.

Dacd S C A, multimea elementelor f(x) cu x € S se numeste
imaginea lui S prin f, notatd f(S).

Dacd T C B, multimea elementelor x cu f(x) € T se numeste

preimaginea lui T prin f, notata f_l(T).

in general, f~1(£(S)) 2 S (aplicind inti functia, si apoi revenind
la preimagine, se pierde precizie).



Nu orice inversa e usor calculabila

Pentru o functie inversabila, inversa nu e neaparat usor calculabila.

Fie multimea Zj, a resturilor nenule modulo p, cu p prim.
Ea formeaza un grup multiplicativ cu operatia de Tnmultire mod p.

Teorema lui Fermat: aP~1 =1 mod p pentru orice a € L.

Se mai stie cd dacd p e prim, grupul Zj, are cel putin un generator,
adic3 un element g astfel incit sirul g, g2, g3, ..., gP~! parcurge
toata multimea Zj,.

De exemplu, 3 e generator in Z7: sirul 3k mod 7 € 3,2,6,4,5,1

Tnseamn¥ c3 functia f : Ly — Ly, f(x) = g* mod p e o bijectie
(si inversabil3).

Nu se cunoaste Tnsa un mod eficient de a o inversa cand p e mare
(problema logaritmului discret) = e folositd in criptografie.



Functii cu mai multe argumente Tn ML

Cand scriem £(x, y) = ... Tn ML, f nu are doua argumente, ci
un argument, perechea (x, y).

Daca x € Asi y € B, f e definita pe produsul cartezian A x B:
f:AxB—C

fl (x, y) =2*xx +y -1 si interpretorul raspunde
val f1 : int * int -> int = < >
(tipul lui £1 e functie de o pereche de intregi cu valoare intreagsd)

Alternativ, putem defini
f2xy=2%x+y -1 si interpretorul raspunde
val £2 : int -> int -> int = < >
£2 e de fapt o functie cu un singur argument x, care returneaza o

functie. Aceasta ia argumentul y si returneaza rezultatul numeric.

In programarea functional3 se preferd scrierea n acest mod
(numit currying, dupd Haskell Curry)
permite evaluarea partiald a functiei, avand primul argument.



Functii cu mai multe argumente (cont.)

Multimea functiilor f : A — B se noteaz3 uneori BA
Notatia ne aminteste c3 num3rul acestor functii e |B|IA!

(dacd A, B sunt finite).
Num3rul functiilor f : A x B — C este ]C“AXB| = |C||A"|B|.

Rescriind prin currying (f a b n loc de £(a, b) Tn ML) obtinem
multimea functiilor f : A — CB (functii care cu un argument din A
produc o functie de la B la C, adic3 din C5B).

Numirul acestora e tot (|C|IBI)Al = |C|IAIBI.

Aceasta ne indic3 faptul c3 existd o corespondentd 1:1 (bijectie)
Tntre scrierea cu un argument pereche si scrierea cu 2 argumente.



Operatorii sunt functii

Operatorii (ex. matematici, +, *, etc.) sunt tot niste functii:
ei calculeazd un rezultat din valorile operanzilor (argumentelor).

Diferenta e doar de sintaxa: scriem operatorii intre operanzi (infix),
iar numele functiei fnaintea argumentelor (prefix).

Putem scrie Tn ML operatorii si prefix:

(+) 34 paranteza deosebeste de operatorul + unar
addl = (+) 1
addl 3 lafel ca: (+) 1 3

add1l e functia care adauga 1 la argument, deci x > x+ 1



Rezumat

Prin functii exprimam calcule Tn programare.
Operatorii sunt cazuri particulare de functii.

Domeniile de definitie si valori corespund tipurilor din programare.

Cand scriem/compunem functii, tipurile trebuie s3 se potriveasca.

Tn limbajele functionale, functiile pot fi manipulate ca orice valori.
Functiile pot fi argumente si rezultate de functii.

Functiile de mai multe argumente (sau de tuple) pot fi rescrise
ca functii de un singur argument care returneaza functii.



De stiut

S3 rationdm despre functii injective, surjective, bijective, inversabile
S3 construim functii cu anumite proprietati

S3 numardm functiile definite pe multimi finite (cu proprietdti date)
S& compunem functii simple pentru a rezolva probleme

Sa identificam tipul unei functii



