Logica si structuri discrete
Multimi

Marius Minea
marius@cs.upt.ro

http://cs.upt.ro/~marius/curs/lsd/
16 octombrie 2017


mailto:marius@cs.upt.ro
http://cs.upt.ro/~marius/curs/lsd/

In cursul de azi

Revedem: operatii (reuniune, intersectie), submultimi, etc.

Multimi ca si tip colectie — comparativ cu liste
functii de parcurgere

Combinatorica: produs cartezian, multimea partilor
cum le calculdm prin program

Nevoia de formalizare riguroasa: evitd paradoxuri

Multimi numdarabile si nenumarabile
important practic: limitele a ce se poate calcula



Ce sunt multimile?

Multimea e un concept matematic fundamental. Am putea spune:

Def: O multime e o colectie de obiecte numite elementele multimii.

dar ca s3 fie riguroasd, ar trebui sa definim precis ce e o colectie.
Definitia e informala. Vom vedea ca e important s-o formalizam.

Dou3 notiuni distincte: element si multime

x € S elementul x apartine multimii S
x € S:  elementul x nu apartine multimii S

Spre deosebire de liste:

Ordinea elementelor nu conteaza  {1,2,3} = {1,3,2}

Un element nu apare de mai multe ori 23
(Dar: exista notiunea de multiset: fiecare element e caracterizat
prin numarul de aparitii)



Moduri de definire a unei multimi

1. Prin enumerarea elementelor:
A={ab,c}, D=1{1,2,3,6} = multimea divizorilor lui 6

Elementele multimii se scriu intre acolade, separate prin virgula.

2. Printr-o proprietate caracteristica
S = {x | x are proprietatea P(x)}
D(n) ={d € N|n mod d =0} (multimea divizorilor lui n)

Stim: multimea numerelor naturale N, intregi Z, rationale Q,
reale R, ...



Submultimi

A e o submultimea luiB: ACB
daca fiecare element al lui A e si un element al lui B.

A e o submultime proprie a lui B:  ACB
dacd A C B si existd (m3car) un element x € B astfel ca x ¢ A.

Atentie! € e o relatie intre un element si o multime.
C si C sunt relatii Tntre doud multimi.

Obs. Ca sa demonstram A Z B e suficient s3 gasim un element
x € A pentru care x ¢ B.
Pentru a ardta ca o afirmatie e falsa, ajunge un contraexemplu.

Dacid A C Bsi BC A, atunci A= B (multimile sunt egale)
dac3 A e definitd prin proprietatea Pa(x) si B prin Pg(x)
demonstrdm A = B ardtand Pa(x) = Pg(x) si Pg(x) = Pa(x)



Operatii de baza
Reuniunea a doua multimi:
AUB = {x | x € Asau x € B} .
Intersectia a doua multimi:
ANB={x|x€Asixe B} @
Diferenta a doua multimi:
A\B={x|x€Asix¢B} ‘D

Uzual, discutdm intr-un context: avem un univers (de discurs) U
al tuturor elementelor la care ne-am putea referi.

Complementul unei multimi (fatd de universul U):
A={xeU|xgA}=U\A (notatsi A)

Figuri|e: diagrame Venn https://en.wikipedia.org/wiki/Venn_diagram


https://en.wikipedia.org/wiki/Venn_diagram

Functia caracteristica: multimi si functii boolene

Daca fixam universul U al elementelor, putem reprezenta
orice multime S C U prin functia caracteristica fs : U — B:
f(x) = true daca x € S,  si false altfel (dacd x ¢ S)

Un limbaj functional poate reprezenta date (multimi) prin functii

Pornim de la multimea cu un singur element, a

singleton a = X -> x = a (*adev. doar pt. a *)
singleton a are tipul ’a -> bool: multimea e o functie
testul de element e aplicarea functiei la element: m x

empty = _ —> false (xfunctia constanta *)

Operatiile pe multimi corespund direct la operatorii booleni
add a m = Xx > x=a ||l mx (¥adauga elem *)
x ->ml x || m2 x
inter ml m2 x ->ml x && m2 x
diff ml m2 = x > ml x && (m2 x)

union ml m2



Algebra Booleana a multimilor

Notiune datoratd matematicianului George Boole (sec. 19)
Operatiile unei algebre Boolene (aici U si N) satisfac legile:

Comutativitate: AUB=BUA ANB=BnNA

Asociativitate: (AUB)UC=AU(BUC) si
(ANB)NC=ANn(BNC)

Distributivitate: AU(BNC)=(AUB)N(AUC) si
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)

Identitate: existd doud valori (aici () si universul U) astfel ca:

AUP=A ANU=A

Complement: orice A are un complement A° (sau A) astfel ca:
AUAc=U ANAS =10



Algebra Booleana a multimilor (cont.)

Alte proprietati (pot fi deduse din cele de mai sus):
Idempotenta: AUA=A ANA=A

Absorbtie: AU(ANB)=A AN(AUB)=A

Dublu complement: (A°)€ = A

Complementele elementelor identitate: ()¢ = U ue=19
Limitd universala: AU U = U ANd =10

Legile lui de Morgan:
(AUB) = AN B° (AN B) = AU B*

Vom revedea aceste legi la logica propozitionala.



Multimi Tn ML: modulul Set
Nu existd sintaxd speciald {+—+—2—7F {tena';'beb';cora—F

Intéi instantiem un modul pentru lucru cu multimi (ex. de siruri)

module S = Set.Make(String) (* String: un modul standard *)
(* S are tipuri + functii standard, particularizate la siruri

val mem : elt -> t -> bool elt = tip element: string
val cardinal : t -> int t = tip multime de string
val elements : t -> elt list si multe alte functii *)

let s1 = S.singleton "ana" |> S.add "bob" |> S.add "cora"
let 82 = S.of_list ["ana"; "are"; "mere" ] (*creeaza din listax*)

x |> f inseamnd £ x  (util la compunere fird paranteze)

OCaml necesita o functie de comparare pe elementele unei multimi.
= trebuie un modul definind tipul element si functia de comparare

module Int = struct (* trebuie definit pentru intregi *)

type t = int

let compare = compare (*Pervasives.compare, bun pt.orice tip#*)
end
(* Char, String: similare, dar predefinite *)



Parcurgerea multimilor

Multimile nu au un element special (cum e capul listei)
existd choose : t -> elt : d3 un element (oarecare)
= e important sa folosim functiile de parcurgere

val iter : (elt -> unit) -> t -> unit
val fold : (elt -> ’a -> ’a) -> t -> ’a -> ’a
val filter : (elt -> bool) > t -> t

Ordinea parametrilor la fold e ca la List.fold_right

Putem defini de exemplu union folosind fold

union sl s2 = S.fold ( e s -> S.add e s) sl s2
(*x parcurge sl, adauga fiecare element, val.init. e s2 *)
union = S.fold S.add (*f x y = g x y => f = g %)

Functiile pe multimi creeazd multimi noi, nu medifted argumentele!
(la fel ca toate functiile studiate)



Multimile, fundament al matematicii

Georg Cantor (1874): teoria naivd a multimilor

Practic toata matematica poate fi formalizata in teoria multimilor
(sau in logicd, de care e strans legatd, dupa cum vom vedea).

Exemplu: o pereche (ordonata!) poate fi definitd ca:
(a,b) = {{a},{a, b}} (Kazimierz Kuratowski, 1921)
cum putem extrage pe a si b din (a,b)? intersectie, diferent3

Numerele naturale au fost formalizate de Giuseppe Peano (1889):
0 e un numar natural
dacd n e un numar natural, S(n) e un numar natural
(functia succesor S e injectiva, si S(n) # 0 pentru orice n)

Putem defini folosind multimi: 0 % ¢ S(n) “hu {n}

Insa, pornind de la definitii imprecise, in limbaj natural, in teoria
naiva a multimilor apar paradoxuri.



Paradoxul lui Russell

Fie R multimea tuturor multimilor care nu se contin pe ele insele:
R={X]|X¢&X}. Multimea R se contine pe ea insdsi?

dacd R € R, pentru a satisface conditia de definitie, avem R ¢ R.
daca R ¢ R, atunci R satisface conditia, deci R € R: paradox!

O formulare intuitivd (paradoxul b3rbierului):

Barbierul barbiereste exact oamenii care nu se barbieresc singuri.
Barbierul se barbiereste pe el insusi sau nu 7

Motivul: n teoria naivd a multimilor, orice proprietate (predicat)
P(x) poate defini o multime:

JyVx(x € y & P(x)) x e n y dacd si numai dacd P(x)
C3utdm s3 obtinem o echivalenta intre o propozitie si negatia ei:
alegem P(x) : x € x si ludm x = y (in Vx... putem alege orice x).
Obtinem y € y & y ¢ y, paradox.

Paradoxul a pus probleme serioase formalizarii logicii matematice



Paradoxul lui Russell (cont.)

Poate fi evitat Tn mai multe feluri, impunand restrictii asupra
modului Tn care se poate defini o multime.

de ex.: Nu putem defini o multime doar printr-o proprietate P(x),
trebuie sa specificdm universul din care isi poate lua elementele:
R={X|XCUsiX¢&X}

Daca presupunem R € R, din proprietatea care defineste multimea,
rezultd R ¢ R

(nu e un paradox, Tnseamn3 doar c3 presupunerea a fost fals3).
Daca R ¢ R, rezultd doar cd nu putem avea RC U si R ¢ R.
Rezultd ca —(R C U), deci R nu e o multime (valid definitd)

n universul considerat.



Teoria axiomatica a multimilor

O axiomd e o propozitie presupusa adevarata.
E un punct de plecare pentru un rationament.

Sistemele axiomatice au fost dezvoltate pentru a evita paradoxurile
din teoria naivd a multimilor (cu notiuni definite in limbaj natural)

Cel mai rdspandit: sistemul Zermelo-Fraenkel (1907..1930).
Cateva axiome:

Axioma extensionalitatii:
Doua multimi sunt egale dacd si numai daca au aceleasi elemente
(daca fiecare element al lui A e si un element al lui B, si reciproc)
VAVB(A=B < VC(Ce A< C e B))

Axioma multimii vide (existentd):

Existd o multime care nu are niciun element
JEVX—(X € E)



Axiome ale teoriei multimilor (cont.)

Axioma regularitatii (a fundatiei)
Orice multime nevid3 are un element x € A disjunct de ea: xNA =10
VX(X£0)=3Y(YeXAN-TZ(ZeXNZEeY))

Rezulta c3 nu exista un sir infinit Ag, A1, ... A, ... astfel incat
A)D2A1D...2A,>...
(altfel {Ao, A1, ...} ar fi o astfel de multime)

Rezulta c3 nicio multime nu se poate avea ca element, X ¢ X,
altfel X 3 X 3 X... ar fi un astfel de sir

Intuitiv: orice multime e formata din elemente (posibil multimi)
mai simple, care la randul lor contin elemente mai simple, pana
ajungem la elemente fundamentale

= elimind paradoxul lui Russell



Partitie a unei multimi

O partitie a unei multimi A e o colectie de multimi Py, Ps, ...
astfel Tncat:

> multimile Py, P», ... sunt nevide si mutual disjuncte,
adicd P; N P; = (), pentru orice i # j

» A e reuniunea tuturor multimilor P;: A= U P;
i

Dac3 A e o colectie de multimi, definim
U A={xIxecAcuAcA}
AcA

n
in particular, notam U Ai=AlU...UA, s
i=1
U Ai=AoU...UA,U... (reuniune infinitd de multimi)
ieN
La fel pentru intersectie.



Cardinalul unei multimi

Cardinalul (cardinalitatea) unei multimi A e numarul de elemente
al multimii. 1l notam |A| .

Putem avea multimi finite sau infinite
Daca A e o multime finitd si Py,..., Py o partitie a ei, atunci

Al =[Pl + ...+ |Pnl



Cardinalul uniunii / intersectiei / diferentei

Pentru multimi finite:

Legea reuniunir:

|AUB| = |A|l+|B| - |AN B|
Legea diferentei:

A\ Bl = |A| = |AN B

Putem demonstra considerand cele 2x2 cazuri posibile:
ANB, AN B¢, A°N B si A°N B¢ formeaza o partitie a universului
A= (AN B)U (AN B°) (partitie) = |A] = |AN B|+ |AN B
La fel, |B| = |AN B| + |A°N B|
si |JAUB| =|ANB|+|AN B| +|A°N B|

de unde, combinand, rezulta egalitatile de mai sus.



Principiul includerii si excluderii

pentru multimi finite

|[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|

Mai general,

JAl=Y 14— Y JANAl+...+(=1)"AN... Al
i=1 i=1 1<i<j<n

Demonstratie: prin inductie dupa n



Tupluri si produsul cartezian

Un n-tuplu e un sir de n elemente (x1, x2, ..., Xn)
(nu neaparat distincte, iar ordinea elementelor conteazd).

Cazuri particulare: pereche (a, b), triplet (x,y, z), etc.
Produsul cartezian a doua multimi e multimea perechilor
Ax B={(a,b)|ac A bc B}
Exemplu: multimea numerelor complexe poate fi vazuta ca produs
cartezian R x R (putem gasi o bijectie intre ele)

Produsul cartezian a n multimi e multimea n — tuplelor
Al X Ax X ..o X Ap={(x1,%x2,...,xn) | xi € Ai,1 < i< n}

Daca multimile sunt finite, atunci
|A1 X Ax X ... X Ap| = |A1] ... |An]



Multimea submultimilor

Multimea submultimilor (engl. power set) a unei multimi S,
notatd P(S) (uneori 2°):
P(S)={X| X CS}

Exemplu, pentru S = {a, b, c}, avem
P(S) ={0,{a}, {b}.{c},{a,b},{a,c} . {b,c},{a, b, c}}
Daci S e finit3, atunci [P(S)| = 2/°!

Exist3 o bijectie intre P(S) si multimea functiilor f : S — {0,1}
dacd f(x) = 1, x apartine submultimii, altfel nu.
num3rul functiilor e [{0,1}|!SI = 2!SI



Multimi numarabile si nenumarabile

Informal: o multime e numarabild daca putem da fiecdrui element
un numdr (natural, diferit).

Altfel spus: O multime e numd3rabild dac3 are cardinalul egal cu
cardinalul unei submultimi a numerelor naturale. Sau, formal:

O multime S e numarabild dac3 existd o functie injectivd f : S - N

Orice multime finitd e numarabild. |A| = n= A= {a1, a2, ...an}
(indicii reprezintd corespondenta cu {1,2,...n})

Dar nu orice multime numarabila e finitd
N e numarabila: in definitie, luam f functia identitate

Z e numarabild: putem enumera: 0,—-1,1,—-2,2, ...
f(x) = 2x, pentru x > 0, f(x) = —2x — 1 pentru x < 0

Definitie echivalentd: S e numarabila daca e fie finit3, fie exista o

bijectie intre S si N (e infinit numarabild)



Numerele rationale sunt numarabile
1/1 1/2 1/3  1/4
2/1 2/2 2/3 2/4

NU putem numara—<lementele-pedinii: deja prima linie e infinita,

nu ajungem niciodata la a doua!

Enumeram pe diagonale

(dupd valoare crescdtoare a lui m + n, numardtor + numitor):
1/1, 1/2,2/1, 1/3,2/2,3/3, 1/4,2/3,3/2, 4/1, ...
= orice element va fi numarat

Exercitiu: care e numarul de ordine al lui m/n ?

Tehnica generala:

asociem fiecarui element o marime: aici m+n; lungimea la siruri; etc
asa incat cu fiecare marime s3 avem un numar finit de elemente
numaram dupd marime crescatoare = ajungem la fiecare element



Constructii cu multimi numarabile

O multime e num3rabild daca putem enumera elementele intr-un sir:
Un sir e o functie de la N la multimea elementelor sirului

(sau de la {1, 2, ... n} la elementele sirului, pentru un sir finit)
Reuniunea a doua multimi numdrabile e numarabil3.

Enumeram alternativ multimile (similar cu cazul lui Z):
A={ay,a,...ap,...}, B={b1,...,bp,...} (le putem enumera)
= formam sirul a1, b1, a2, bo, ..., an, by, ...

(putem avea duplicate, oricum am enumerat toate elementele)

Produsul cartezian

Produsul cartezian A x B a douda multimi numarabile e numarabil
Folosim aceeasi constructie ca la numerele rationale:

enumeram perechile in ordine crescatoare a sumei indicilor:

Ax B= {(al, bl), (al, bz), (32, bl), (al, b3), (32, bg), (33, bl), .. }

Prin inductie, pentru reuniunea / produsul cartezian a n multimi



Realii sunt nenumarabili

constructia diagonald a lui Cantor:
Reprezentam numerele subunitare Tn baza 2: cifrele sunt 0 si 1
0.01101..=0+0-271+1.27241.27341.27%41.275+ .

Presupunem prin absurd c3 realii din [0, 1) ar fi num3rabili
= enumeram realii subunitari pe randuri, dupa numarul de ordine

n = 0. d11 d12 d13 PN 0.1011101...
rp = 0. d21 d22 d23 e 0.0110010...
3 = 0. d31 d32 d33 . 0.1101101...

Construim un numar real x = 0.d1d>ds ... cu urmatoarele cifre:
di =1 — d;; (urmdrind diagonala matricii, schimbdm 0 <> 1)

Dar x diferd de toate numerele din tabel (diferd de r; la pozitia /)!

Deci multimea realilor R e nenumarabila !



Limitele calculabilitatii

Multimea programelor care pot fi scrise e numdarabila:

alfabetul X al unui limbaj de programare e finit

programele au lungime finit3 (1, 2, 3, ... simboluri)

Y UX2UX3U... e o reuniune numarabild de multimi num3rabile
(chiar finite) = e numarabild

Putem calcula orice numar real? in sensul de a scrie un program,
care 1l tipareste, cifrd cu cifra, eventual ruland la infinit.

NU, pentru ca programele sunt numarabile, dar R e nenumarabild !
= se pot formula mai multe probleme decat pot fi rezolvate!

Vom rediscuta calculabilitatea (masina Turing, halting problem).



Exista oricate infinituri
Teorema lui Cantor: Nu existd bijectie de la X la P(X).

S3 presupunem c3 ar exista o bijectie £ : X — P(X).
Formam multimea:

Y={xeX|x¢gf(x)}
Cum Y € P(X), si f e bijectie, existd y € X cu f(y) =Y.
Dacd y € Y, cum Y = f(y) atunci y € f(y), si nu respecta
conditia de constructie a lui Y, deci y € Y, contradictie.
Dacd y € Y, atunci y ¢ f(y) si satisface conditia pentru Y,
deci y € Y, contradictie.

Deci presupunerea e falsa, nu poate exista o bijectie.
Constructia seamana cu cea din paradoxul lui Russell,
dar cu alt scop: demonstratia prin reducere la absurd.

Deci |N|, |P(N)|, |P(P(N))|, ...sunt infinitdti tot mai mari,
incomparabile!




